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      أيلول
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5 

1.1.1.1.

1111    

 

  

  

  مُقدّمة

  

    
 

ف في الصّ  الرياضياتِ  تمماً لمنهاجِ انوي العلمي مُ اني الثّ ف الثّ لصّ في ا الرياضياتِ  يأتي منهاجُ 
، التربوية وفق المعايير الوطنية المناهجِ  لتطويرِ  الوطنيّ  ه في المركزانوي الذي جرى إعدادُ ل الثّ الأوّ 

 تتطور المفاهيم والمهارات في بناءٍ  إذْ  ها،لِ لمفاهيم والمهارات وتكامُ ل الحلزونيّ راكم تّ اله على عتمداً في بنائِ مُ 
ة حياتيّ  مدعّمة بمواقفَ و نوعة بطرائق سهلة ومت العلميةُ  ةُ الماد  مُ ة وتقُد بالحياة العملي  المعارفُ قرَن ، فتُ مترابطٍ 

  ة الأخرى.راسيّ الدّ  مع المواد  وتتكاملُ 

عدداً من  وحدةٍ  في كل  منها عدداً من الدروس. ونجدُ  يضم كل  الكتاب على خمس وحداتٍ  يشتملُ 
 ها فيما يأتي: لُ مِ جْ التي نُ  زةِ الممي  الفقراتِ 

نحو الرياضيات واحترام ما  إيجابيةً  اتٍ ة تهدف إلى تنمية اتجاهتحفيزيّ  مةهي مقد و المقدمة:  •
  . المختلفة مات في ميادين العلوماسهإه العلماء من قدمّ 

م في هذه الوحدة المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّ  إلى تعزيرِ  : تهدفُ نشطةٌ  انطلاقةٌ  •
  والإضاءة على مفاهيمها.

ها صياغة لغوية سليمة : وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً نموذجية جرى صوغأمثلةٌ  •
 الأنشطة والتدريبات والمسائل.  اتباعها عند حل  يجبُ  وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذجَ 

يقع فيها الطلاب الأخطاء الشائعة التي  كثير منإلى الشارة لإاحيث جرت  ها:بَ تجن  يجبُ  أخطاءٌ  •
 .منقوص لوبأسأو ب ،في غير مكانها عادة، أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب
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الوحدة في ة أساسيّ  قضايا ومفاهيمَ إلى  التنويهُ وهي فقرةٌ يجري فيها  :هاامتلاكَ  يجبُ  منعكساتٌ  •
أمثلة  فيعلى كيفية استعمالها  رشاداتٍ إنة متضم  طٍ ومبس  مختصرٍ  ها بأسلوبٍ صياغتُ حيث تُعادُ 

 .ةتوضيحيّ 

عن  م الذاتي التعل  عُ المشكلات وتشجّ  ق حل على طرائ ب المتعلّمَ ر دَ هي فقرة تُ و : البحثَ  مِ لنتعلّ  •
ه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة لِ عْ بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَ  الطالب طريق تزويد

 بلغة سليمة. ة هذه الحلولصياغثمُّ بهدف الوصول إلى حلول المسائل 

تشمل في بعض الأحيان  تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها وهي: ماً إلى الأمامِ دُ قُ  •
 . لديه ص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقدرَ م فُ عل تَ للمُ  تتُيحُ مواقف حياتية 

 كتابمة لوحدة التوابع في متم التوابع على ات عموميّ بال المتعلقة كانت الوحدة الأولىوهكذا 
  .انويالصف الأول الثّ 

في فهم العديد من  نظراً إلى أهمية هذا البحثِ وحدة الثانية إلى الالاشتقاق تقديم بحث  جرىو 
موضوعات الفيزياء والكيمياء، وليكون تمهيداً لبحث النهايات الذي يجد الطلاب بوجه عام صعوبة في 

  استيعابه عند عرضه للمرة الأولى.

بع البسيطة وفي في دراسة اطراد التواتطبيقات الاشتقاق ثمُّ تأتي الوحدة الثالثة لتضم عدداً من 
  تعيين القيم الحديّة محلياً والتمهيد لدراسة التوابع.

ويستفيد الطالب من الخبرات السابقة لتطبيق ما  وندرس في الوحدة الرابعة مفهوم نهاية التابع
  تعلّمه في دراسة التوابع البسيطة.

مفهوم المتتالية، وندرس الخامسةِ لندرسَ فيها مفهوماً فائق الأهمية هو  الى الوحدةِ  لصوأخيراً ن
اطرادها ونهايتها عند التقارب، وندرس بوجه خاص الأنواع الشهيرة من المتتاليات مثل المتتاليات 

  الحسابية والهندسية.

 جرى فيها تنويعُ و مفاهيم الكتاب. جميعَ  تشمل اختبارات نماذجَ  من بمجموعةٍ  أيضاً  الكتابُ  دَ و زُ 
 مستوياتِ ل تِبعاً  هامين من حل المتعلّ  نَ في المستوى لتمك  متدرجةً  تمارينَ  ، وتضمينُ الأسئلةِ  عرضِ  طرائقَ 

، تساعده في قياس مدى ةشابهس في بناء نماذج م. نرجو أن تكون هذه النماذج عوناً للمدرّ تحصيلهم
  .تحقيقه للأهداف التعليمية المطلوبة
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في تنمية مهارات التفكير المختلفة تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب وهنا نريد التأكيد على أنّ 
موجّه المُيسر و الدور أن يؤدي المدرّس  يتطلّب من، بداعيلإالتفكير او وخاصة مهارات التفكير الناقد 

اً، فيطرح التساؤلات المُناسبة، ويختار المناسب من الأمثلة، ويرتب الأفكار ترتيباً منطقيّ  ،للعملية التعلمية
  ورة.المسائل، ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبّ  ويوجه ممهداً الطريق لحل

وفي النهاية، نريد أن نتوجّه بالشكر إلى عدد من الزملاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من 
المساعدة، فمنهم من أبدى ملاحظاته على المسودات الأولى من الوحدات، ومنهم من حلّ المسائل أو 

 ونخص بالذكر الدكتور نبيه عودة في إعادة صياغة بعض الفقرات، من ساهمتحقّق من صحتها، ومنهم 
   والأستاذ فارس أبو صالح والأستاذ حبيب عيسى.

الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا  مدرّسين وطلاّباً  وأخيراً نأمل من زملائنا
  بمقترحاتهم البنّاءة المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار.

  

   المُعدّون  
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يحتل الر ضياتي والفيلسوف الألماني غوتفريد فون   

) Gotfried von Leibniz     )1646-1716لايبنتز 
فة في انٓ معاً. اً في 2ريخ الر ضيات والفلسموقعاً ,مّ 

أنهّ طوّر حساب التفاضل ويعتقد العديد من الباحثين 
والتكامل على نحو مسـتقل عن إسحاق نيوتن، وما تزال 

تسُـتعمل  )∫(مثل رمز التكامل الترميزات التي أدخلها
ال أكثر اZترعين إنتاجاً في مجلايبنتز كان و في العديد من فروع الر ضيات. 

الحاسـبات الميكانيكية، عندما عمل على تطوير الالآت الحاسـبة التي اخترعها 
  cسكال.

ية، التي كانت تم ومع أنّ مفهوم التابع كان ضمنياً في الجداول المثلثية واللغاري   
 1692أوّل مَن اسـتعمل هذا المفهوم في عام  كان    موجودة في عصر لايبنتز، ولكنه

يم الهندسـية المتعلقّة cلخطوط البيانية، مثل الفاصt للتعبير عن عدد من المفاه
والترتيب والمماس والوتر والناظم، وفي القرن الثامن عشر فقد التابع صلته بهذه 

  المفاهيم الهندسـية ليصبح مجرّداً أكثر.
)الرمز كتب  أمّا أوّل مَنْ    )f x  على 2بع � fل�لا

الر ضياتي والفيز ئي فقد كان  xمطبّق على قيمة 
  Leonhard Eulerليو�رد أويلر السويسري 

)، ا�ي كان مسؤولاً أيضاً عن إدخال 1707-1783(
الترميزات الحديثة للتوابع المثلثية، ولأساس اللغاريتم 

  .eالطبيعي 

  غوتفريد فون لايبنتز

 ليونارد أويلر



  

13  

 ������� �	 
����	  

   انطلاقة نشطة    
. هابعض توتعرفت صفا (المألوفة)، تعرّفت، في الصف الأول الثانوي، عدداً من التوابع المرجعية

  نصادف، عند التطبيق، توابعَ بصيغة مجموع توابع مألوفة، أو جداء ضربها. 
2xفالتابع  x x+֏  2هو مجموع التابعينx x֏  وx x֏ .  
xوالتابع  xx xهو جداء ضرب التابعين  ֏ x֏  وx x֏.  

 التابعين، كما هو حال التابع، ببعض خواص هذين همايحتفظ مجموع تابعين، أو جداء ضرب ما غالباً 
2x x x+֏ 0، فهو متزايدٌ على المجال,I  = +∞  مجموع تابعين متزايدين على  لأنّهI.  

  اطرادها في بعض الحالات.هو تعريف العمليات على التوابع ودراسة جهة  إنّ موضوع هذه الوحدة

  تابعاطراد  
.1.1  ����� �	���������  

تابعاً  fإذا كان .fC، وإلى خطه البياني بالرمز fD بالرمز fنرمز عموماً إلى مجموعة تعريف تابعٍ 
، عدداً حقيقياً واحداً نرمز إليه fDمن  x، بكل عددٍ fمجموعة تعريفه، عندئذٍ يقرن التابعُ  fDوكانت 
)بالرمز  )f x ّنقول إن . ( )f x صورة  يهx وفق f.  

تعطى أحياناً صيغة التابع دون الإشارة إلى مجموعة تعريفه. في هذه الحالة، تتكون مجموعة تعريفه من 
)التي يمكن عندها حساب  xجميع الأعداد الحقيقية  )f x .رأينا في الصف الأوّل الثانوي أنّ  لاً مثف

1مجموعة تعريف التابع 
( )

2

x
x f x

x

+
=

+
\ هي ֏ { 2}−ℝ ،وكل من التابعين( ) 2 1x f x x= +֏ 

)2 و ) 1x g x x=    .ℝ معرف على ֏+

.2.1 ����� ������� ���  �����  

  .Dتابعاً معرفاً على مجموعة  fليكن
مجموعة  في مستوٍ منسوب إلى مَعْلَمٍ معطى، هو fللتابع  الخط البياني �

)النقاط  , ( ))M x f x عندما تتحوّل x  فيD :تنتمي النقطة «. فقولنا
( , )M x y  إلى الخط البياني للتابعf« تنتمي «: يكافئ قولناx إلى D و( )y f x=« .  

)نقول إنّ  � )y f x= .هي معادلةٌ لهذا الخط في المستوي المنسوب إلى المَعْلم المُعطى  
 .إليه أو لا تنتمي تنتمي إلى هذا الخط Mتفيد معادلة خط بياني في معرفة إذا كانت نقطةٌ ما  �

x
O

y

x

( )f x

D



 

14 

.3.1 ���   ��!"�  

، I من المجال vو u، يعني أنّه مهما كان العددان Iمجالٍ على  متزايدٌ تماماً  f قولنا إنّ التابع �
u فإنّ الشرط v< يقتضي( ) ( )f u f v<.  

  : بالاقتضاء المتناقص تماماً رف بأسلوب مماثل التابع نع �
u v< يقتضي( ) ( )f u f v>.  

  
)إذا استبدلنا المتراجحة  � ) ( )f u f v≤  بالمتراجحة التامّة( ) ( )f u f v<  المتزايد تماماً في تعريف التابع

)، وكذلك إذا استبدلنا المتراجحة التابع المتزايدحصلنا على تعريف  ) ( )f u f v≥  بالمتراجحة التامّة
( ) ( )f u f v>  التابع المتناقصفي تعريف التابع المتناقص تماماً حصلنا على تعريف. 

 .عليه أو متناقصاً  ، إذا كان متزايداً على هذا المجالIعلى مجال مطّردٌ نقول إنّ تابعاً  �

  طّرداً على مجال.ميمكن لتابع ألاّ يكون  

  ؟كيف نستفيد من التمثيل البياني لتابع 

]تابعاً معرفاً على المجال  fليكن ، وليكن −3,4[
fC

خطه البياني المبين  
  في الشكل المجاور.

 استفد من الخط البياني للإجابة عن الأسئلة الآتية: .1
.a  ًلتابعل اطّرادنظّم جدولا f على المجال [ ]3,4−.  
.b ما هي حلول المعادلة ( ) 0f x   ؟=
.c  ما هي مجموعة قيمx التي تحقق المتراجحة ( ) 0f x   ؟≤

)ما عدد حلول المعادلة  .2 ) 3f x   ؟=
)عدد حلول المعادلة  mبعاً لقيم عدداً حقيقيّاً معطى ناقش تِ  mليكن  .3 )f x m=. 

2m  من الحلات الآتية كلاً  ادرس = − ،2 0m− < <، 0 2.5m≤ < ،2.5 4m< <   ،

4m =.  
 

 مثال

O

x

y

u

( )f u

( )f v

v
  تابعٌ متزايدٌ تماماً 

O

x

y

u

( )f u

( )f v

v
  تابعٌ متناقصٌ تماماً 

03−

2−

2 4

4

2.5
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.a.1  (من اليسار إلى اليمين) يكون التابع متناقصاً، وعندما  على مجال هابطاً عندما يكون الخط البياني

  الآتي  الاطرادعلى مجال يكون التابع متزايداً. ومنه جدول  صاعداً يكون الخط البياني 

3 0 3 4

2.5 2 4 0

x

f

−

−ց ր ց
  

.1b.  لإيجاد حلول المعادلة ( ) 0f x  .0يساوي منهاالتي ترتيب كلfC   منحني، علينا إيجاد نقاط ال=
0yالمستقيم الذي معادلته  إذننتأمل  فواصلها هي الحلول  ثلاث نقاطفي  fC، فنرى أنّه يقطع =

} مجموعة الحلول هي إنّ  التي نبحث عنها. }2,2,4= −S.  

.1c.  لإيجاد حلول المتراجحة ( ) 0f x ، أي 0 التي تراتيبها أكبر أو تساوي fC، نبحث عن نقاط ≤
0yالذي معادلته محور الفواصل تلك التي تقع على  مجموعة حلول  ومن ثَمّ فإنّ أو فوقه.  =

] المتراجحة هي ] [ ]3, 2 2,4= − − ∪S.  

)يؤول حل المعادلة    2. ) 3f x ، إلى البحث عن نقاط الخط البياني التي ترتيب كل منها يساوي =
3yته ذلك نرسم المستقيم الذي معادلل .3 ، (فيتقاطع) مع الخط البياني في نقطتين إذن هناك =

)للمعادلة  حلاّن ) 3f x =.  

الذي  dنتبع الأسلوب نفسه، علينا البحث عن عدد النقاط المشتركة بين الخط البياني والمستقيم    3.
yمعادلته  m=عندما تتحول . m يبقى المستقيم ،d .موازياً محور الفواصل  

مع الخط  تقاطعه عدد نقاط mSإذن هذا المستقيم يتحوّل موازياً محور الفواصل، ونسجّل نجعل 
  ة لنجد :البياني، أي عدد حلول المعادل

2 2.5 4 0 2

1 4 1 2

0 4 2 2 0

3 0 2.5

m mm m

m m

m m

m m

m

< < < −

= = −

> − < <

≤ ≤

S S

  

 »I متزايدٌ على f«. إنّ نفي Iعلى مجالٍ  درسنا هنا مثالاً عن تابعٍ غير متزايدٍ وغير متناقصٍ 

  .»I ليس متزايداً على f«بل  »I على متناقصٌ  f«إذن ليس 

    الحل
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    تَدربْ  

)  إذا كانت النقطة المعطاةما  الآتيةفي الحالات بين  ���� ),M x y  البياني للتابع  الخطتقع علىf:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

21,0 2,3 1, 6 ( ) 2 5

2
1,1 2, 4 0, 1 ( )

3

1,1 3, 3 1,6 ( ) 2 3

M M M f x x x

x
M M M f x

x

M M M f x x

− − = + −

+
− − =

−

− − = −

� � �

� � �

�

�

� �

�

�

  

البياني  الخطتقع على  M الإحداثي المفقود إذا علمتَ أنّ النقطة المعطاة الآتيةفي الحالات عين  ����
  :fللتابع 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

32, 0, 1, ( ) 4 1

, 1 ,1 2, ( ) 2 1

M M M f x x x

M M M f x x

− = − +

− = −

… … …

… ⋯ …

� � �

� � �

�

�
  

����  الآتيةن مجموعة تعريف التوابع عي:  

( )2 2

2 2 2

2 1 1 3
( ) ( ) ( )

11

1 1 5
( ) ( ) ( )

3 4

1
( ) ( ) 3 ( ) 2

x x
h x g x f x

x xx x

x x x
h x g x f x

x x x x

h x g x x f x x
x

− +
= = =

−+
− + +

= = =
+ − +

= = − = +

� � �

� � �

� � 	

   

7على المجال  fهو الخط البياني لتابع  fCفي الشكل المرسوم جانباً  ����
2,
2

 − 
 

 .  

i.  ْمن الشكل للإجابة عن الأسئلة الآتية. استفد 

.a  ؟ 2و −1و −2هي على التوالي صُوَرُ الأعدادما  

.b  ما حلول المعادلة( ) 0f x  ؟=

.c  ما حلول المتراجحة( ) 0f x   ؟≤

.d  ما عدد حلول المعادلة( ) 3f x    ، أعطِ قيماً تقريبيّة لهذه الحلول؟=

.e  أَعِد السؤال السابق في حالة( ) 4f x =.  

ii.  نرمز إلى نقاطfC  على التوالي بالرموز 3و 0و −1التي فواصلهاA وB وC. 
.a  أثبت وقوعA وB وC .على استقامة واحدة  
.b معادلة المستقيم  اكتب( )AC.  
.c  استنتج مما سبق وبالاستفادة من الشكل حل المتراجحة( ) 3f x x≥ −.  

A

B

C
1

1

O
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  يةتوابع المرجع 

  التي دُرِسَت في الصف الأوّل الثانوي. (المألوفة) جدول يذكّر بالتوابع المرجعية يأتيفيما 

  يانيالخط الب  الاطرادجهة   التابع

2:f x x֏  

� f  متناقصٌ تماماً على] ], 0−∞، 
]ومتزايدٌ تماماً على   [0,+∞.  
0إذا كان  - u v≤ 2كان > 2u v<. 
0uإذا كان  - v< 2كان ≥ 2u v>.  
  .Oرأسه قطعٌ مكافئالخط البياني  �

 

O 11− 22−

1

4

x

y
2y x=

  

1
:f x

x
֏  

� f من المجالين متناقصٌ تماماً على كل 

] [, [و ∞−0 [0,+∞.  

0إذا كان  - u v< 1كان > 1

u v
>. 

0uإذا كان  - v< 1كان > 1

u v
>.  

  .قطعٌ زائدالخط البياني  �

 

O 1
1−

1

x

y
1

x
y=

1−

  

:f x x֏  
� f 0يدٌ تماماً على متزا, +∞ .  

0إذا كان  u v≤ u كان > v<.  

 

O

1

1 x

y
xy=

4

2

  

:f x x֏  � f  متناقصٌ تماماً على] ], 0−∞، 
]على ومتزايدٌ تماماً   [0,+∞.  

 

O 11−

1

x

yy x=

  

sinx x֏  
  و
cosx x֏  

  . وهذا يعني أنّه2πتابعان دوريّان دورهما 
  يكن xمهما يكن العدد الحقيقي

( )

( )

cos 2 cos

sin 2 sin

x x

x x

+ π =

+ π =
  

 

O
2
π

1 siny x=

x

y

π
−π

2
π−

cosy x=  
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  تكريساً للفهم

  كيف نتعرّف التابع الزوجي والتابع الفردي؟

في معلمٍ متعامد، يكون محور التراتيب  	
 الذي معادلته P محور تناظر القطع المكافئ

2y x=.  

، كان x واضحٌ أنه، أيّاً كان العدد الحقيقي
Mو M للنقطتين  ، اللتين فاصلتاهماPمن ′

x وx− 2، الترتيبx  نفسه. فهما متناظرتان
بالنسبة إلى محور التراتيب. نقول إنّ التابع 

2:f x x֏، تابعٌ زوجي  

المبدأ هو مركز تناظر وكذلك نرى أنّ  	

1 الذي معادلته Hالقطع الزائد 
y

x
=.  

  

 واضحٌ أنه، أيّاً كان العدد الحقيقي غير المعدوم
xكان للنقطتين ، M وM ، اللتين Hمن  ′

متعاكسان. فهما  ، ترتيبان−xو xفاصلتاهما 
تابع متناظرتان بالنسبة إلى المبدأ. نقول إنّ ال

1
:f x

x
  تابعٌ فردي. ،֏

    بوجه عام 

يعني أنّه تابعٌ زوجيٌ  fقولنا إنّ التابع  	
عنصراً من  −x، يكن fD من xمهما تكن 

fD أيضاً، ويكن ( ) ( )f x f x− = .  

 البياني في معلم متعامد، يكون الخط عندئذٍ،و 

  .بالنسبة إلى محور التراتيبمتناظراً  fللتابع 

يعني أنّه مهما تابعٌ فرديٌ  fقولنا إنّ التابع  	
 fDعنصراً من  −x، يكن fDمن xتكن 

)أيضاً، ويكن  ) ( )f x f x− = −.  

متناظراً  fللتابع  البياني يكون الخطعندئذٍ و 

  .Oبالنسبة إلى المبدأ 

    

 xإذا كان «أي  fD، كان شرط تناظر المجموعة ℝإذا كانت مجموعة تعريف التابع هي  

  محقّقاً، ولا حاجة للتوثّق من ذلك.  »fDعنصراً من  −x، كان fDعنصراً من 

  

O

y
fC

( ) ( )f x f x− =

[ ]x[ ]x−
fD x

[ ][ ]
O

y

fC

( ) ( )f x f x− = −

x
x−

fD

x

( )f x
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cosx التابع � x֏  ٌلأنه، أياً كان زوجي  تابعx،  كانcos( ) cosx x− =.  
sinxالتابع  � x֏  ٌياً كان لأنه، أفردي تابعx،  كانsin( ) sin( )x x− = −. 
xالتابع  � x֏  ٌلأنه، أياً كان زوجي تابعx،  كانx x− =. 
xليس التابع � x֏  0تعريفه زوجياً ولا فردياً، لأنّ مجموعةD  = + ∞   .ليست متناظرة 

  

  كيف ندرس زوجيّة التابع؟ 
  :بالعلاقتين ℝالمعرّفين على  gو fالتابعين  ادرس زوجيّة

2( )f x x x= )2و  + ) 1g x x x= +  

  




 f معرف على ℝ ، (1)و 2 ( 1) 0f f= ≠ − (1)وكذلك ليس زوجياً  fفالتابع  = ( 1)f f≠ − − 

  أيضاً.فالتابع ليس فردياً 




 g  معرف علىℝ  وأيّاً كانx  منℝ : كان  
  

  فردي. gفالتابع 

 
    تَدربْ  

   :لتابع فردي خط بياني لتابع زوجي وأي منها  هو خط بياني  ةالآتيبين أي المنحنيات  ����

  
  .المعطاة كما يأتيكل من التوابع  ادرس زوجيّة ����

2

2

3 2

3
( ) ( ) 2 ( )

( ) cos sin ( ) tan ( ) sin

( ) ( ) ( )

h x x x g x x f x
x

h x x x g x x f x x x

h x x g x x f x x

= − = =

= + = =

= = =

� � �

� � �

� � �

�

�

�

  

 مثال

 مثال

    الحل

xxx x

yyyy

2 2( ) ( ) ( ) 1 1 ( )g x x x x x g x− = − − + = − + = −
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   عمليات على التوابع

.1.3 ������� #$	 �%�&� 
�%�$�	  

 متساويان gو fف العمليات الجبرية على التوابع، لنعرّف التساوي بين تابعين. نقول إنّ تابعينقبل تعري
fتعريفاً، ونكتب g= ،تعريف اللهذين التابعين مجموعة  إذا كانD كان، و نفسها ( ) ( )f x g x=  ًأيّا

   .Dمن  x كان
)صورة   xفي آنٍ معاً، يكون للعدد  gDو fDإلى  x. عندما تنتمي gو f ليكن التابعان )f x  وفق

f  وصورة( )g x  وفقg نعرّف العمليات الجبرية (الجمع والضرب...) على التابعين .f وg  ًانطلاقا
)من العمليّات الموافقة على الأعداد  )f x و( )g x.  

  معرّفة في حالة  تعريفها  رمزها  العملية
f  الجمع g+  ( ) ( )x f x g x+֏  

f gx D D∈ f  الطرح  ∩ g−  ( ) ( )x f x g x−֏  
)  fg  الضرب ) ( )x f x g x֏  

  لقسمةا
f

g
  ( )

( )

f x
x

f x
֏  f gx D D∈ )و  ∩ ) 0g x ≠  

.2.3 ������� '�(��  

  .tتعبير عن المسافة بدلالة ال 

في الشكل المجاور، المَعْلَم متجانس، ووحدة قياس الطول هي 
)الكيلومتر. تمثّل النقطة  )0, 2P من  2kmقريةً تقع على مسافة  −

. الممثلة بمحور الفواصل »السكة«على  Bة. تتحرك العربOالمحطة 
 t ، بدلالة الزمنB، فاصلة xإلى التابع الذي يعطي  uنرمز بالرمز

) مُقاساً بالساعة: ) 20x u t t= 0t(في اللحظة  =   ).Oفي  B، كانت =
x إلى التابع f . نرمز بالرمزxبدلالة  y من الواضح أنّه بالإمكان حساب .1 y֏ ّتيقّن أن .

2( ) 4f x x= +.  

، أمكننا تمثيل الحالة xتابعاً للمتحول  y، وكان tتابعاً للمتحول  xولمّا كان  .2
 ر.بالمخطط المجاو 

 مثال

u f
t x y֏ ֏

h

j
�

i
�

B

P

O x
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). ولأنّ hتابعٍ  بواسطة yإلى  tنرى أننا ننتقل من  .3 )x u t= و( )y f x=  أنّ من ذلك استنتجنا
( ( ))y f u t= وعليه فالتابع .h  هو التابع( )( )t f u t֏ وأ ( )( ) ( )h t f u t=.  

)2توثق أنّ   .4 ) 4 400h t t= +. 

  نتيجة 
fز إلى هذا التابع بالرمز . نرمf »ثُمّ  « uهو ناتج تركيب التابعين  hنقول إنّ  u	  ونكتب

h f u= ) حيث 	 ) ( ( ))h t f u t=. 

 
  تعريف

g. التابع gو fليكن التابعان f	  ويُقرأ)»f  ّثُمg« أو »g دائرة f« هو التابع المعرف (
)بالعلاقة   )( )( ) ( )g f x g f x=	.  

)بالعلاقة  ℝالتابع المعرف على  f ليكن  ) 2f x x=  التابع المعرف على gوليكن  ،−
[ )بالعلاقة  ∞+,0] )g x x=ذٍ نستبدل، في العلاقة ئ، عند( )g x x= ، المقدار( )f x 

)  فنجد، xمتحول بال ( )) ( ) 2g f x f x x= = gإذن . − f	  2هو التابعx x −֏ 
]المعرف على  [2,+∞.  

)ليس للكتابة  )( )( ) ( )g f x g f x=	 إلاّ إذا انتمى العددُ  معنىx إلى fD وكان ،( )f x 
  . gDعنصراً من 

gإذن تتألف مجموعة تعريف f	من جميع الأعداد ، x  منfD  تجعلالتي ( )f x  عنصراً منgD. 
fونرى بأسلوب مماثل، أنّ  g	  هو التابع المعرف بالعلاقة( )( ) ( ( ))f g x f g x=	 ًعموما .

f g g f≠	   التابعين الواردين في المثال السابق، كان gو f. فإذا كان 	
( )( )( ) ( ( )) 2f g x f g x f x x= = = −	  

]وهو معرّف على  [0,+∞.  

  تكريساً للفهم 

  كيف نفهم معنى الرموز عند العمليّات الجبريةّ؟

)يدل الرمز )( )f g x+  على العدد( ) ( )f x g x+ الرمز. و يدل( )( )fg x  على العدد( ) ( )f x g x× ويدل .

)الرمز )
f
x

g

    
)على العدد   )

( )

f x

g x
.  

 مثال
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]معرف علىالتابع ال uليكن    � )بالعلاقة  ∞+,0] )u x x x= u. يمكننا أن نكتبَ + f g= + 

) وقد عرّفنا )f x x=  و( )g x x=.  
]ف على التابع المعر  vليكن    � )بالعلاقة  ∞+,0] )v x x x= َيمكننا أن نكتب .v fg=  وقد

) عرّفنا )f x x=  و( )g x x=. 
)2التابعين المعرّفين وفق  gو f ليكن   � ) 1f x x= 1، و+

( )g x
x

= )0x التابع  h). وليكن ≠

f » ّثُم«gأي ،g f	ع ، م( ) ( ( ))h x g f x= وكذلك ،k  التابعg » ّثم«fأي ،f g	 مع ،
( ) ( ( ))k x f g x= احسب .( )h x و( )k x حالةٍ مجموعة قيم . مبي ناً في كلx  التي تجعل الحساب

 ممكناً.
� f وg :هما التابعان المعرفان بالعبارتين الآتيتين  

»( )f x و 1مجموع هو الجذر التربيعي لx« و»( )g x  والجذر التربيعي للعدد  1هو مجموعx« .  
a.  اكتب باستعمال الرموز صيغة( )f x و( )g x مجموعة تعريف كلٍ منهما. عيّن، و  
b. اكتب كلاً من التابعين f وg .بصيغة مركب تابعين يطلب تعيينهما  

)كيف نفهم معنى الرمز  )( )xg f؟  

)، يدل الرمز gفي حالة تابع  )g x  على صورة العددx  وفقg .صورة عددٍ، نستبدل في  لحساب
)علاقة  )g xهذا العدد بالرمز ، x .  

:فمثلاً في حالة التابع  3 1g x x 4)هي  4u، صورة ֏+ ) 3 4 1 12 1g u u u= × + = + .
)وبالمثل، يدل الرمز  ( ))g f x  على صورة( )f x  وفقgونحصل عليها باستبدال ،( )f x بالرمزx 

)في علاقة  )g x ،( ( )) 3 ( ) 1g f x f x= × ). (بالطبع يجب التوثّق من انتماء + )f x  إلىgD.(  

  حساب التوابع المركّبة 

)2: التابعين المعرفين بالعلاقتين gو f ليكن ) 1f x x= 1و  +
( )g x

x
=.  

)احسب .1 )( )g f x	  وعين مجموعة قيمx  التي يكون عندها هذا الحساب ممكناً، أي مجموعة
gتعريف f	. 

fد السؤال في حالة أع .2 g	.  

) لحساب )h x  عندماh g f= )، نستبدل  	 )f x  بكلx  في عبارة( )g x ق منبعد التوث .
)انتماء  )f x إلى gD.  

 مثال

 مثال
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.1 2( ) 1f x x= )، يمكن حساب+ )f x اً كانأي ،x  منℝ إذن ،fD = ℝ أمّا .( )

1
g x

x
فيمكن  =

0xحسابه عندما  }، إذن ≠ }\ 0gD = ℝ.  

( ) ( ( ))x f x g f x֏ ֏  
)لحساب  ( ))g f x يلزم ويكفي ألاّ ينعدم ،( )f x أياً كان لكن، و x  منℝ ّفإن ، ( )f x إذن لا ينعدم .

gمجموعة تعريف  f	  هيℝ.  
)لحساب  ( ))g f x نستبدل ،( )f x بالمتحوّل x  في عبارة( )g x:فنجد ،  

2

1 1
( )( )

( ) 1
g f x

f x x
= =

+
	  

fفي حالة  2. g	 نبدأ بالتابع ،gإذن يجب البدء بأخذ ، x من{ }\ 0gD = ℝ ّولأن .fD = ℝ ،
fتابعة دون شرطٍ إضافي. إذن يمكننا الم g	  معرّف على{ }\ 0ℝولدينا ،  

2

2

1 1 1
( ( )) 1 1f g x f

x x x

     = = + = +        
  

gنلاحظ أنّ  f f g≠	 	.  

 
    تَدربْ  

)2معرّفان وفق  gو f التابعان  ���� ) 2 3f x x x= + )2و − ) 1g x x= . أوجد مجموعة تعريف −
fو gو f كل من g+ وfg احسب ثُم ،( )( )f g x+ و( )( )fg x.  

1معرفان وفق  gو fالتابعان   ����
( ) 1f x x

x
= + 1و −

( ) 2 3g x x
x

= + . ما هي مجموعة −

f تعريف g+؟ احسب( )( )f g x+.  
)احسب في الحالات التالية كلاً من   ���� )( )g f x	 و( )( )f g x	  من بعد تعيين مجموعة تعريف كل

f وg وg f	 وf g	.  

2

( ) 2 , ( ) 3

( ) 3 1, ( ) 2 1

( ) , ( ) 2 1

1
( )

.1

.2

.3

.4

.

2 3, ( )

1
( ) , ( ) 3 5

1

f x x g x x

f x x g x x

f x x g x x

f x x g x
x

f x g x x
x

= =

= − = +

= = −

= + =

= =
+

  

  
  

    الحل
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  تابعاطراد جهة دراسة 

.1.4  ��� ��!� ����� )���  

 
    1  مُبرهَنة

 .Iهو تابعٌ متزايد تماماً على  Iمجموع تابعين متزايدين تماماً على مجال �
 .I هو تابعٌ متناقص تماماً على Iمجالمجموع تابعين متناقصين تماماً على  �

 الإثبات
a يحققان Iعددين من  bو a ليكن b< إذا كان .f وg تابعين متزايدين علىI كان ،  

( ) ( )f a f b<      و( ) ( )g a g b<  
  بجمع المتراجحتين السابقتين طرفاً إلى طرف، نجد

( ) ( ) ( ) ( )f a g a f b g b+ < +  
  أي

( )( ) ( )( )f g a f g b+ < +  
fتُ أنّ وهذا إثبا g+ متزايدٌ تماماً علىI.  

  تماماً.ن يمتناقص gو f التي يكون فيها حالةَ الونُبرهن بأسلوبٍ مماثل 

.2.4  ��� ��!� uλ  

 
  2  مُبرهَنة

0λحالة في  �  .I متماثلتين على uλو u ، تكون جهتا تغيّر التابعين<
0λفي حالة  �  .I علىمتعاكستين  uλو u ، تكون جهتا تغيّر التابعين>

  الإثبات

0λلنكتب الإثبات في حالة  متناقص تماماً  uλعلينا إثبات أنّ و . I متزايد تماماً على u، و>
   .Iعلى

a يحققان I من bو a أمّلنت b< ّولأن .u متزايدٌ تماماً، كان ( ) ( )u a u b< وعند ضرب طرفي هذه ،
)نجد  λ المتراجحة بالعدد السالب ) ( )u a u bλ > λ. ما طُلِب. تُ وهذا إثبا  

  
  



  

25  

.3.4  ��� ��!� *���� '�(�� +���  

 
    3  مُبرهَنة

مجالاً  J ، وكذلك ليكنfD مجالاً محتوىً في Iتابعين مطّردين تماماً، وليكن gو f ليكن
)، كان Iمن  x. نفترض أنّه مهما كان gD محتوىً في )f x من J.  

g ، يكونالطرادفي جهة  gو f عندما يتفق .1 f	 متزايداً تماماً على I.  
g ، يكونالاطرادفي جهة  gو f عندما يختلف .2 f	 متناقصاً تماماً على I.  

        الإثبات

a يحقّقان I عددين من bو aنفسها. ليكن الاطراد جهة  gو  fلنفترض أنّ للتابعين .1 b<.  
� f وg ) ًمتزايدان تماماf على I وg على J(  

) متزايداً تماماً، كان fلمّا كان  ) ( )f a f b< ّولأن .g  متزايدٌ تماماً، استنتجنا من المتراجحة
)الأخيرة أنّ  ( )) ( ( ))g f a g f b< ّأي إن .g f	 متزايدٌ تماماً على I.  

� f وg ) ًمتناقصان تماماf على I وg علىJ (  
aمتناقصين تماماً، فإنّ الشرط  gو fلمّا كان  b< يقتضي( ) ( )f a f b> وهذا بدوره يقتضي .

( ( )) ( ( ))g f a g f b< ّأي إن . g f	 متزايدٌ تماماً على I.  
a يحققان Iمن bو a ليكنمتعاكستين.  اطرادجهتي  gو fلنفترض أنّ للتابعين .2 b<.  

  . J متناقصٌ تماماً على gوالتابع  I متزايدٌ تماماً على fالتابع  �
aفي هذه الحالة الشرط  b<  يقتضي المتراجحة( ) ( )f a f b<،  وهذه بدورها تقتضي

( ( )) ( ( ))g f a g f b>فالتابع . g f	  متناقصٌ تماماً علىI.  
  . Jمتزايدٌ تماماً على gوالتابع  I تماماً علىمتناقصٌ  fالتابع  �

aفي هذه الحالة الشرط  b<  يقتضي المتراجحة( ) ( )f a f b>،  وهذه بدورها تقتضي
( ( )) ( ( ))g f a g f b>فالتابع . g f	  متناقصٌ تماماً علىI.  

  تكريساً للفهم

fأتَمكن معرفة جهة تغير g−  أوfg اعتماداً على جهة تغيرf وg؟  

  .كما يوضح ذلك المثالان الآتيان عموماً  لاالجواب هو 
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fحالة   g−  

,0] التابعين المعرفين على gو fليكن  )1وفق  ∞+] )f x x= 21و( )g x x= ّنعلم أن .f وg 
,0] تزايدان تماماً علىم u. لنعرّف ∞+] f g= )2 ، فيكون− )u x x x= لاحظ أنّ  .−

( )1
2

(0)u u< و( )1
2

(1)u u> ّلتتيقّن أن ،u أي)f g− 0]) ليس متزايداً ولا متناقصاً على, [+∞.  
  

  fgحالة  

,0]التابعين المعرفين على  ℓو kليكن  )2وفق  ∞+] )k x x= 1و( )x
x

= −ℓ ّنعلم أن .k وℓ 

,0]متزايدان تماماً على  k:ضربهما التابع  . في حين يكون جداء∞+] x x−ℓ وهو متناقصٌ تماماً  ֏
,0]على  [+∞.  
3xهو التابع  جداء الضرب ، يكونفي المثال السابق gو fفي حالة التابعين ولكنْ  x֏ اً المتزايد تمام 
]على  أمكننا الحصول  gو f إذا وضعنا فرضيّات إضافيّة على إشارة التابعينفي الحقيقة،  .∞+,0]

  على نتائج يمكن تعميمها.
  

  ؟ 2كيف نستفيد من المبرهنة 

2xلنتأمل التابع  ax֏،0a ≠.  

0aفي حالة  � 2xاطراد ، تُماثلُ جهةُ < ax֏  َ2اطرادجهةx x֏ .
2xوعليه فالخط البياني للتابع  ax֏   هو في هذه الحالة قطعٌ مكافئ

  ».مفتوح من الأعلى«
0aفي حالة  � 2xاطراد ، تُعاكس جهةُ > ax֏  َ2اطراد جهةx x֏ .

2xالبياني للتابع  وعليه فالخط ax֏   هو في هذه الحالة قطعٌ مكافئ
  وهذا يتفق مع دراستك السابقة. ».مفتوح من الأسفل«مقلوب أو 

  ؟ 3كيف نستفيد من المبرهنة  

)المعرّف بالعلاقة  hلنتأمّل التابع  ) 1h x x= موعة تعريفه . عين مج−
hD.وأثبت أنّه متناقصٌ تماماً عليها ،  
  

 مثال

 مثال

 مثال

y

x1

1

2y x=

21

3
y x=

2y x= −

y

x10

1

hC
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) كما يأتيالتابعين المعرّفين  gو fليكن ) 1f x x= )و − )g x x=فيكون . h g f=  f . التابع	
) ويجب أن يكون ℝمعرّف على  ) 1f x x= . إذن يجب أن يكون g موجباً حتّى نتمكّن من تطبيق −
1 0x− [معرّف على المجموعة  hوعليه  ≤ ],1hD = −∞.  

[متناقصٌ تماماً على  fالتابع  )، وينتمي عندئذ ∞−1,[ )f x  إلى[ ماماً فهو متزايدٌ ت g. أمّا ∞+,0]
]على  [متناقصاً تماماً على المجال  h، يكون 3، وعليه، استناداً إلى المبرهنة ∞+,0] ],1−∞.  

 
    تَدربْ  

  ادرس جهة الاطراد لكل من التوابع الآتية ����

fالتابع � g+ حيث ،f وg التابعين المعرفين على المجال [ [0,I = )2وفق  ∞+ )f x x= 
)و )g x x= −.  

I,2 التابع المعرف على المجال f، حيث −3fالتابع �  = − +∞   وفق( ) 2f x x= +.  

fالتابع � g	 حيث ،f وg التابعين المعرفين على المجال [ [0,I = )2وفق  ∞+ ) 2f x x= − 
)2و )g x x=.  

I,0 التابع المعرف على المجال f، حيث fالتابع �  = +∞   وفق( )f x x x= +.  

2لماذا يكون التابع  ���� 1
x x

x
[متناقصاً على المجال  ֏+ , 0[−   ؟∞

  .I على المجال المعطى fرس اطراد ادبصيغة تركيب تابعين مألوفين،  fبعد كتابة ����
1. ( ) 2 1f x x= + ،  1

,
2

I
 = − +∞ 
 

.  

2. 1
( )

1
f x

x
=

+
  ،    ] [1,I = − +∞.  

3. 2

1
( )

1
f x

x
=

+
 ،    ] [, 0I = −∞ .   

    

    الحل
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  كثيرات الحدود 
.1.5  ,�( 
� -./�  

 الصيغةمن التوابع  ورأينا أنهامن الدرجة الثانية  دالحدو  اتكثير درسنا في الصف الأول الثانوي 
2x ax bx c+ 0aيةٌ وأعدادٌ حقيق cو bو a إذْ  ֏+ حدود من ال اتأيضاً ثلاثي وأسميناها. ≠

  فمثلاً  الدرجة الثانية.

 23 4 5x x− 3aحدود من الدرجة الثانية فيه  ثلاثيهو  + 4bو = = 5cو − =.  

 2 1

3
5x− 5aحدود من الدرجة الثانية فيه  ثلاثيهو  + = 0bو − 1و =

3
c =.  


 2x x−  1حدود من الدرجة الثانية فيه  ثلاثيهوa 1bو = = 0cو − =.  

  منطلقين مما درسناه سابقاً. نريد تعميم هذا التعريف ليشمل كثيرات الحدود من أية درجة كانت،

 
  تعريف

معرّف على  Pكل تابع  n كثير حدود درجته أصغر أو تساويعدداً طبيعياً نسمّي  nليكن  �
ℝ بصيغة من النمط :علاقة ربطه  ةوتمكن كتاب 

1
1 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + +⋯ 

1naو naإذْ   .معاملاته أو تسمى أمثال كثير الحدود أو ثوابته أعدادٌ حقيقية 0aو 1aو …و −
0x بالصيغة ℝالمعرّف على  لتابع الثابتا � خاصٌ نسميه  “كثير الحدود”هو تابع  ֏

فنكتب طة ار عنه ببسعبّ ، وعادة ما نُ ∞−أنّ درجته تساوي  نصطلحو  الصفريكثير الحدود 
 .دلالة عليه 0

يغة بالص ℝالتابع الثابت المعرّف على نعتبر  0a لا يساوي الصفر عدد حقيقيفي حالة  �
0x a֏ فنكتبطة ا، ونعبر عنه ببس0ونصطلح أنّ درجته تساوي  “كثير الحدود” اً تابع 
0a  0أو

0a x دلالة عليه. 
1 درجة كثير الحدودإنّ نقول  �

1 1 0( ) n n
n nP x a x a x a x a−

−= + + + إذا  n تساوي ⋯+
0naوفقط إذا كان  degP، وعندها نكتب ≠ n=.  

1في كثير الحدود نسمّي  �
1 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + +⋯  شكلحدّ من ال كل 

k
ka x .فكل كثير حدود هو مجموع عدد منته من وحيدات الحد ،وحيد حد 

الصيغة بعاً لدرجاتها ترتيباً تنازلياً أخذ كثير الحدود تِ  كثير الحدودإذا رتّبنا وحيدات الحدّ في  �
1الواردة في تعريفه: القانونية

1 1 0( ) n n
n nP x a x a x a x a−

−= + + + تُرتّب الحدود وقد  ⋯+
  لدرجاتها ترتيباً تصاعدياً، وفق ما تقتضيه الحاجة. في كثير الحدود تِبعاً 
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4 التابع  37 5 3 1x x x x− +  −5و 7هي مُعاملاتهمن الدرجة الرابعة  كثير حدود ،֏−
20(الصفر هو مُعامل الحد  −1و 3و 0و x×.(  

د جميعاً إلى الصيغة القانونية بعد إجراء تُرَ مُكافئة أخرى صيغ في كثير الحدود دَ رِ يمكن أنْ يَ 
  .عمليات جبرية عليها وترتيب حدودها

2 إنّ التابع  25
( 2) (3 1)( 1)

4
x x x x− − + يأخذ بعد نشره  هحدود. لأنّ الكثير تابعٌ  ֏+

3 الآتيةالقانونية الصيغة  هاختزالو  21
3 8 4

4
x x x x− + − +֏.  

2لنتأمّل كثير الحدود   3 2( ) 2 2 3 4 7 5P x x x x x x= + + − + + ليس  ه. نلاحظ أنّ −
فهو يضم حديْنِ من الدرجة الثانية، وحدين من الدرجة الأولى وحدين مكتوباً بالصيغة القانونية 

3ولكن تتحقّق بسهولة أن  ثابتين. 2( ) 10 2 3P x x x x= + − ، وهي الصيغة القانونية لكثير −
  .الحدود هذا

.2.5  -./� 
�,�( �0 -�1�2  

جداء ضربهما كمجموع حدود و  صةٌ. فيعرف مجموع كثيريالتوابعُ كثيراتُ الحدودِ هي توابعُ خا
  تابعين وجداء ضربهما في الحالة العامة.

 
     فَكرْ 

Pكثيري حدود، كان  Qو Pإذا كان Q+  .كثيرَ حدودٍ درجته أصغر أو تساوي أكبر درجتيهما  
  . Qو P، هو تابع كثير حدود درجته تساوي مجموع درجتي Qو P جداء ضرب كثيري حدود

  عموماً، خارج قسمة تابعين كثيرَي حدود، ليس تابعاً كثير حدود. نقول إنه تابعٌ كسريّ. 

.3.5 3� ��45����.�$6  � -./� 
�,�7  

عددين طبيعيين  bو aرأيت في دراستك السابقة القسمة الإقليدية للأعداد الطبيعية، فإذا كان   
0bوكان  بحيث  .rوباقيها  qوحساب خارج القسمة  bعلى  aأمكننا إجراء قسمة إقليدية للعدد  ≠

aتتحقّق المساواة  qb r= 37. مثلاً bأصغر تماماً من المقسوم عليه  rويكون  + 11q r=  حيث +
( , ) (3,4)q r ). الزوج = , )q r  قليدية.الإقسمة الحسابه تسمى وحيد وخوارزمية  

التي نقبل  الآتيةفي الحقيقة، يمكن تعريف القسمة الإقليدية لكثيرات الحدود، إذ لدينا المبرهنة   
  صحتها دون تقديم إثبات عليها:

 مثال

 مثال

 مثال
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    4  مُبرهَنة

)ليكن  )A x و( )B x  ّكثيري حدود ولنفترض أن( )B x  ليس كثير الحدود الصفري عندئذ يوجد زوج
)وحيد من كثيرات الحدود  ( ), ( ))Q x R x :يحقّق الشرطين الآتيين  

( ) ( ) ( ) ( )A x Q x B x R x= degو    + degR B<  
)نسمي  )Q x لكثير الحدود  الإقليدية خارج القسمة( )A x  على( )B x ونسمي ،( )R x  باقي
   .القسمة

  لإقليدية لكثيرات الحدود.خوارزمية القسمة ا الآتي المثالسنشرح في 

)2لنتأمّل كثيري الحدود   ) 2 5 2A x x x= + )و + ) 1B x x= )احسب  + )Q x و( )R x 
)خارج وباقي القسمة الإقليدية لكثير الحدود  )A x  على( )B x.  

  نُهيئ ورقة الحساب كما يلي:   
  .نبدأ بكتابة المقسوم والمقسوم عليه كما في الشكل المجاور �  
 2x؟ من الواضح أن 22xلنحصل على  xبماذا نضرب نتساءل:  �  

  .تؤدي المطلوب
في حقل خارج القسمة ثُم لننجز عملية ضربه  2xإذن لنضع  �  

  . ولنضع الناتج تحت المقسوم.بالمقسوم عليه
3بطرح الناتج من المقسوم نحصل على كثير الحدود  ����   2x + .  
3سوم هو هنا نكرّر ما فعلناه سابقاً وكأن المق �   2x . بماذا نضرب +
x  3لنحصل علىx ً؟ الجواب واضحٌ. لنُكمل إذن الخطوات معا.  
  الذي  −1بعد إنجاز عملية الطرح الأخيرة نحصل على كثير الحدود  

1xجة المقسوم عليه درجته أصغر من در  . ولا يعود بالإمكان متابعة +
)خوارزمية القسمة فيكون خارج القسمة هو  ) 2 3Q x x= ويكون  +

)باقي القسمة هو  ) 1R x = ). و نتحقق مباشرة من صحة المساواة − ) ( ) ( ) ( )A x Q x B x R x= +.  

    
  نتيجة

)ن ليك )A x  كثير حدود، وليكنa  عدداً حقيقياً، عندئذ يكون باقي القسمة الإقليدية( )R x  لكثير
)الحدود  )A x  على( )B x x a= )هو كثير الحدود الثابت  − ) ( )R x A a= ،وعلى الخصوص .

  هناك تكافؤ بين الخاصتين الآتيتين:
)جذرٌ للمعادلة  aالعدد  .1 ) 0A x =.  
)يوجد كثير حدود  .2 )Q x  يحقق( ) ( ) ( )A x x a Q x= −.  

 مثال
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 هناسيظهر باقي القسمة 
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  الإثبات

)دية لكثير الحدود في الحقيقة، بإجراء قسمة إقلي )A x  على( )B x x a=   نعلم أنّ  −
( ) ( ) ( ) ( )A x x a Q x R x= − +  

degحيث  ( ) deg( ) 1R x x a< − ). إذن = )R x  هو كثير حدود ثابت( )R x r= ∈ ℝ ولتحديده ،
). ولكننا من حيث المبدأ لا نعرف xد إحدى قيم يكفي أن نعرف قيمته عن )Q x  اختيار القيمة لذلك يُعد

x a=  اختياراً ذكياً لأن تعويضx  بالقيمةa لباقي دون أن نحتاج لمعرفة أي شيء يسمح لنا بحساب ا
  كما يأتي: Qعن 

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( )A a a a Q a R a Q a r r= − + = × + =  
)فهو واضحٌ لأنّ المساواة  2و 1أمّا تكافؤ الخاصتين  ) 0A a )تُكافئ  = ) 0R x r= =.  

 
    تَدربْ  

)احسب  ���� )Q x و( )R x  خارج وباقي القسمة الإقليدية لكثير الحدود( )A x  على( )B x  في الحالات
  الآتية:

3 2

3 2

3 2

2 4

2 4 3

( ) 2, ( ) 2 2

( ) 1, ( ) 3

( ) 2, ( ) 3 14 8

( ) 2 2, ( ) 4

( ) 1, ( ) 2 3 7

B x x A x x x x

B x x A x x x

B x x A x x x x

B x x x A x x

B x x A x x x x

= + = + − −

= − = + +

= + = − − −

= − + = +

= + = − + +

�

�

�

�

�

  

3 باقي قسمة كثير الحدود احسب ���� 2( ) 2 2 5 3P x x x x= − − 2x على كل من + 1xو − + . 
∋عين  ���� ℝλ  َ4باقي قسمة  أنّ  إذا علمت 3( ) 2P x x x= + + λ 2 علىx    .4 يساوي +
  :عوامل بسيطةإلى جداء ضرب  من كثيري الحدود الآتيين كلاً لل ح ����

4 3 2

3 2

( ) 7 6

( ) 2 7 2 3

P x x x x x

P x x x x

= − − + +

= − + +

�

�
 

����  في  حلℝ  ًمن المعادلتين كلا: 

3 2

3 2

4 4 1 0

2 7 8 3 0

x x x

x x x

− − + =

+ + + =

�

�
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   أفكار يجب تَمثـلُها 

fالعمليات على التوابع مثل الجمع  ���� g+ والضرب ،fgدد، والضرب بع fλ والقسمة ،f

g
هي ، 

fعمليّات معرّفة بأسلوب طبيعي جدّاً. فمثلاً  g+ هو التابع 

( ) ( )x f x g x+֏  و  ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +. 

fمجموعة تعريف  ���� g+  أوfg  أوf

g
 ذاتها. gأو f ليست، عموماً، مجموعة تعريف 

) x تابعــاً للمتحــول y: إذا كــانيــأتييــؤول تركيــب تــابعين إلــى مــا  ���� )
f

x y֏  كــانو z  تابعــاً للمتحــولy 
( )

g
y z֏  كان ،z  تابعاً للمتحولx، نرمز إليه بالرمز  هذا هو التابع الذيg f	.  

  

 .gو fلنتأمّل تابعين ����

fكان  ،متزايدين تماماً  gو fإذا كان  ���� g+   .ًمتزايداً تماما  

fكان  ،متناقصين تماماً  gو fوإذا كان  ���� g+   .ًمتناقصاً تماما  

  .λعدداً حقيقيّاً و  f لنتأمّل تابعاً  ����

0λنفسها إذا كان  الاطرادجهة  fλو f للتابعين ���� >.  

0λمتعاكستين إذا كان  fλو fاطراد وتكون جهتا  ���� < .  

fبصـــيغة تركيـــب تـــابعين :  fبكتابـــة تـــابع  ���� g h= إذا عُلمـــتْ جهـــة  fاطـــراد ، تمكـــنُ معرفـــة جهـــة 	
 . hو g كل من اطراد

   

:3 التابع (3 1)f x x :نّ . لأℝمتزايدٌ تماماً على  ֏+ 3 1h x x g:3و ֏+ x x֏  متزايدان
f، وℝتماماً على  g h= 	.  

( ( ))

( ( ))

z g

g

f x

f x

=

=

	

x y z

f g

 مثال
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   منعكسات يجب امتلاكُها

)لحساب  ���� )h x في حالة h g f= )، استبدلْ 	 )f x بالمتحول x  في عبارة( )g x. 

   

) التابعين لنتأمّل حالة ) 2 1f x x= )2و + ) 1g x x= ) . لحساب+ ( ))g f x ًنكتب أولا ،  
2( ( )) ( ( )) 1g f x f x= +  

2في هذه الصيغة  ثُمّ نستبدل 1x ) بالمقدار + )f x  
2 2( )( ) ( ( )) (2 1) 1 4 4 2g f x g f x x x x= = + + = + +	  

)إلى ناتج تركيب تابعين (أو أكثر)، يجب الاهتمام بترتيب عمليات حساب  fلتحليل تابع  ���� )f x 
 للأولويات. تبعاً 

   

)التابع  لنتأمّل ) cos(3 1)f x x= )لحساب . + )f x  انطلاقاً منx  ً3نحسب أولا 1x ثمُّ   +
cos(3نحسب  1)x )، حيث gثمُّ  hتركيب التابعين  f. وبهذا نكون قد كتبنا + ) 3 1h x x= + 

)و ) cosg x x= ق من كونيمكننا بعد ذلك التوث .( ( ))g h x ساوي ي( )f x.  
(1)مساوياً الصفر فهذا يعني أنّ  Pا كان ناتج جمع أمثال كثير حدود إذ ���� 0P ، ومن ثَم يقبل =

)بالصيغة  Pجذراً، ويمكننا كتابة  1كثير الحدود هذا العدد  ) ( 1) ( )P x x Q x= −. 

   

3كثير الحدود  لنتأمّل 2( ) 2 3 1P x x x= − 2نلاحظ أن مجموع أمثاله . + 3 1− ، 0يساوي  +
1xء قسمة إقليدية على وبإجرا P لكثير الحدودجذرٌ  1إذن  )نجد أنّ  − ) ( 1) ( )P x x Q x= − 

)2حيث  ) 2 1Q x x x= − يساوي الصفر، ومن ثَمّ  Q، وهنا نلاحظ مجدداً أنّ مجموع أمثال −
( ) ( 1) ( )Q x x S x= )و − ) 2 1S x x= )2. إذن + ) ( 1) (2 1)P x x x= − +.  

   يجبُ تجنبها أخطاءٌ  

)لا تكتبْ  ���� )

( )

f x

g x
)ق حقّ التي تُ  xعند قيم  فقطدون التأكيد على أنّ هذا الكسر معرّف   ) 0g x ≠. 

gالتابعان  موماً ع ���� f	 وf g	 .غيرَ متساويين  

)ليكن    ) 3 1f x x= )2و + )g x x=عندئذ . ( )( ) ( )( )g f x f g x≠	   لأنّ  	
2( )( ) 9 6 1g f x x x= + )2  و  	+ )( ) 3 1f g x x= +	  

f اطراد يمكن استنتاج جهة لابوجه عام  ���� g−  أوfg  اطراد انطلاقاً من جهةf وg. 
 

 مثال

 مثال

 مثال

 مثال
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��������������������        
  تغيير المَعْلَم 

بالاستفادة من تغيير المعلم  Cاني الهدف من هذا النشاط هو إثبات وجود مركز أو محور تناظر لخط بي
  ومن مفهومي التوابع الزوجيّة والفرديّة.

  تغيير المَعْلَم �

) نفترض أنّ المستوي مزوّد بمعلمٍ متعامد ), ,O i j
� )الذي معادلته  C. نتأمّل الخط البياني � )y f x=  في

  هذا المَعْلَم.
)في المعلم  Cما معادلة الخط البياني  ), ,A i j

�   ؟ �
)، في المعلم Aا تإحداثي ), ,O i j

� ) ما، ه� , )a bإذن ، OA ai bj= +
���� � . إذا �

نقطةً في المستوي، كان لها إحداثيات في كلا المَعْلَمين. نرمز  M كانت
 ي تإلى إحداثيM  في المعلم( ), ,O i j

� )بالرمز � , )x yيها في ت، وإلى إحداثي
)المعلم  ), ,A i j

� )بالرمز � , )X Y ّشعاعيّاً هذا يعني أن .  
OM xi y j= +
���� � AMو        � Xi Y j= +

����� � �  
OMعلاقة شال  فيدت OA AM= +

����   ، بالانتقال إلى الإحداثيات، واستنتاج ما يلي :���������
x X a= yو        + Y b=   (دساتير تغيير المَعْلَم)  +

) في المعلم الجديد Cيقود هذا التغيير للمعلم إلى معادلة الخط البياني  ), ,A i j
� . لنرمز بالرمز �

( )Y g X= .إلى هذه المعادلة  




)كان المحورزوجيّاً،  gن إذا كا  ; )A j

  . Cمحور تناظر للخط  �




  .Cمركز تناظر للخط  Aكانت النقطة فردياً،  gإذا كان  

  ملَ عْ تغيير المَ  لاستفادة منا لىمثال ع �

1للتابع  H رسمنا، في الشكل المجاور، الخط البياني

2

x
x

x

+
+

في معلمٍ  ֏

( ), ,O i j
� ). يبدو كأنّ النقطة� 2;1)A   .Hهي مركز تناظر للخط البياني  −
)نأخذ  .1 ), ,A i j

�   هي: المعلمقْ أنّ دساتير تغيير معلماً جديداً. تحقّ  �
2x X= 1yو − Y= +.  

2. .a معادلة H المعلم في( ), ,O i j
� 1هي  �

2

x
y

x

+
=

+
بقيمتيهما  yو x . عوض في هذه المعادلة

)واستنتج  Yو X بدلالة )Y g X=  معادلةH في المعلم ( ), ,A i j
� � . 

.b تحققْ من كون g .رْ عمّا تستنتج بلغةٍ سليمةتابعاً فردياً، ثمُّ عب  

 1 نشاط

1 2 3-2-3

1
2
3

A

O

A

Y

X

x

y

i
�

i
�

j
�

j
�

M
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  محور التناظر ومركز التناظر  
 بياني وجدنا في النشاط السابق أنّه يمكن استخدام تغيير المَعْلَم لإثبات أنّ لخط C  محورَ تناظر أو

  .مركز تناظر. في هذا النشاط، سوف ندرس طريقةً أخرى تَستخدِمُ تعريف عناصر التناظر

)في معْلَمٍ متعامد. محور التناظر � ), ,O i j
� )إلى الخط البياني الذي معادلته  C، نرمز بالرمز� )y f x= 

xإلى المستقيم الذي معادلته  dونرمز بالرمز a=.  
من  M، يعني أنّ نظيرةَ كل نقطةٍ Cللخط البياني محور تناظر dقولنا إنّ 

C بالنسبة إلى المستقيم ،dهي نقطةٌ من ،C  .ًأيضا  
)لتكن .1 , )M x y نقطةً ما من المستوي و( , )M x y′ ′ x. احسبdنظيرتها بالنسبة إلى المستقيم ′ ′ 

  .yو xبدلالة  ′yو
2MM لاستفادة من المساواة الشعاعية:ا مكنت :مساعدة MH′ =

������ �����
.  

xالذي معادلته  dالمستقيم« أثبت النتيجة الآتية: القول .2 a= هو محور تناظر الخط البيانيfC«  
xأيّاً كان « يكافئ القول: a h= a، كانfDمن + h− منfD و( ) ( )f a h f a h+ = −«.  

)بعد حساب )f a h+يحسب ،( )f a h− بسهولة، إذ يكفي أن نستبدل المقدارh− بالمقدارh  في
)عبارة  )f a h+.  

23التابع  fليكن :تطبيق .3 5 1x x x− + 5. أثبت أنّ المستقيم الذي معادلته ֏−

6
x هو  =

  .fمحور تناظر للخط البياني للتابع 
)في معلمٍ متجانس .مركز التناظر � ), ,O i j

� )إلى الخط الذي معادلته  C، نرمز بالرمز� )y f x= وبالرمز ،
A  إلى النقطة التي إحداثياتها( , )a b.  

، بالنسبة إلى Cمن  Mكانت نظيرةُ كل نقطةٍ  ، إذا وفقط إذاCللخط البياني  مركز تناظر Aنقول إنّ 
A نقطةً من ،C .  

)لتكن .1 , )M x y نقطةً ما من المستوي و( , )M x y′ ′ )النقطة  لنسبة إلىنظيرتَها با ′ , )A a b ّه . أثبت أن
xإذا كان  a h= x، كان + a h′ = 2yو − y b′+ =.  

  : ارسمْ شكلاً.مساعدة
) النقطة « أثبت النتيجة الآتية: القول .2 ; )A a b خط البيانيهي مركز تناظر ال fC «   

xأيّاً كان  « يكافئ القول: a h= a، كانfDمن + h− منfD و( ) ( )

2

f a h f a h
b

+ + −
=«.  

2التابع  fليكن :تطبيق .3 1

1

x
x

x

−
+

) أثبت أنّ النقطة .֏ 1,2)A هي مركز تناظر للخط البياني −

  .fللتابع 
  

 2 نشاط

 

O a xi
�

j
�

M

x ′

M ′ d

H
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3فــان وفــق :معرّ  gو f التابعــان  9
( )

1

x
f x

x

+
=

+
4و 

( ) 2
1

g x
x

= +
+

مجموعــة تعريــف  عــيّن. 

2 عين مجموعة تعريفو . gو fكل من  3f g− 2)، واحسب 3 )( )f g x− .  
  كثيرُ حدود.  الآتيةبين أي التوابع  

2 2

2
2

( ) 5 2 1 ( ) 3
2

2 1 1
( ) 2 ( )

4 1

( ) ( 3) ( ) ( 1)(

.2 .1

.4 .

.6 .53)

3

x
g x x x f x x

x
k x x x h x

x

m x x x x x x

= + − = + +

+
= + = +

+

= + = − +ℓ

  

  .المعطى بالصيغة القانونيةكثير الحدود اكتب في كل حالة،  
2

2 2

2

2 3

5 4 3 2

( ) (3 1) 2(3 1)

( ) ( 5)( 5)

( ) ( 3)( 3 9)

( ) ( 3)( 12) 3( 2 3)

1
( ) ( 3 1)( 4 6 10)

2
( )

.1

.2

.3

.4

.5

.( 1 1) 6)(

A x x x

B x x x

C x x x x

D x x x x

E x x x x x

F x x x x x x x

= + − −

= + −

= − + +

= + − + +

= + − − + −

= + − + − + −

  

)2 انشر كثيري الحدود  1)( 1)x x x− + )2و  + 1)( 1)x x x+ − 6ستنتج أنّ ثم ا .+ 1x − 
 جداء ضرب ثلاثة كثيرات حدود من الدرجة الثانية. يساوي

3الحدود  كن كثيريل  2( ) 4 4P x x x x= − −  دلة، ثم استنتج حلول المعاP(1)، احسب +
( ) 0P x    بتحليل طرفها الأول إلى جداء عوامل بطريقة التجميع إلى فئات. ثم حلها ،=

] التابعين المعرفين على المجال gو fليكن   [0,I = )2وفق  ∞+ )f x x= و( )g x x= .
fعلّل لماذا يكون  g+ متزايداً تماماً على I. 

2xلماذا يكون التابع   x x+֏  متناقصاً على المجال]   ؟∞−0,[

1لماذا يكون التابع  
x x

x
[المعرف على  ֏− [0I = +   ؟I متزايداً على ∞
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)رسمنا في معلمٍ متجانس   , , )O i j
� المعرف  fللتابع  fC، الخط البياني �

)2بالعلاقة  ℝعلى  ) 2f x x x= − .  
 hو gفي كرّاسك، ثم استنتج رسم الخطوط البيانية للتوابع  fCأعِدْ رسم 

  بالعلاقات : ℝالمعرفة على  kو
( ) ( )g x f x= )و  − ) ( )h x f x=  و( ) (| |)k x f x=.  

المعرفة على  gو f ، الخطوط البيانية للتوابعالمجاورفي الشكل  
[ )2 بالعلاقتين ∞+,0] ) 1f x x= )و − )g x x=.  نضع

h g f= kو 	 f g= 	.  
  لبياني.دل كلاً من هذه التوابع على خطه ا .1
  متزايداً على مجال تعريفه. kو h علّل كونَ كل من التابعين .2

المعرفة  hو gو f الخطوط البيانية للتوابعمجاور، في الشكل ال 
)2: وفق ) 1f x x= )و + )

1
( ) , 0g x x

x
= hو ≠ g f= 	.  

  .ℝ معرفاً على hالتابع  كون علّل .1
  خصّص لكل تابع خطه البياني. .2
3. a.  علّل كونh  متناقصاً تماماً على[ [0,+∞. 

b.  علّل كونh  متزايداً تماماً على] ],0−∞.  
  

f وg  تابعان معرفان علىℝ 2 وفق( ) 2 1f x x= )3و − ) 4 3g x x x= − أثبت أن . 
f g g f=	 	.  

)احسب   )( )f f x	 تية في الحالات الآ  

( ) 2 3f x x= − �       2( ) 3 1f x x x= − + �        1
( )

1
f x

x
=

+
�.  

2احسب   2( )x px q+ +  تحقق أن 4ثم 3 26 7 6 1x x x x+ + − هو مربع ثلاثي حدود من  +
  الدرجة الثانية.

  أثبت أن( 1)( 2)( 3) 1x x x x+ + +   ثانية.هو مربع ثلاثي حدود من الدرجة ال +

4 الحدود كثيرُ  عندهيكون  a عدداً حقيقياً  عيّن  32 4 4x ax ax+ − مربعَ ثلاثي حدود من  +
  الدرجة الثانية.

1O x

y

1

1C

2C
3C

1O x

y

1

1C

2C

3C

4C

i
�j
�

1−
1−

3

2 3
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   لنتعلمّ البحث معاً 

 ��	� ����   

}التابع المعرّف على  fليكن  }12\ℝ  1بالعلاقة
( )

2 1
f x

x
=

−
ثُمّ  h تركيبَ تابعين f بكتا .

g 2السؤال في حالة أعِد . ثُم 2( ) (1 )f x x= +.  
  حلّ نحو ال  ��

)يُحقّقان  hو gنهدف إلى إيجاد تابعين  .فهم السؤال � ) ( ( ))f x g h x=  أيّاً كانت قيمةx من fD .
) لتحقيق ذلك، نحلّل عمليّة حساب )f x بدءاً من x نين أولويّات الحساب، ومكتفين بمرحلتينمبي .

  أساسيّتين. 

1حساب  يجري .بحثاً عن طريق  �

2 1x −
)مرحلتين نبدأ أولاًّ بحساب  في  ) 2 1h x x= ع ذلك تبِ ثم نُ  −

1 بحساب
( )

( )
g x

h x
f هو التابع الذي نبدأ به عند حساب h. وهنا نتذكّر أنّ التابع = g h= 	.  

)، وتوثق أنّ حساب ةالمطلوب صيغةبال fاكتب  ���� ( ))g h x  ً1يعطي فعلا

2 1x −
. 

2أعِد المناقشة السابقة في حالة  ���� 2( ) (1 )f x x= +.  
  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 ��
� ��	�� ���� ����   

}التابع الكسري المعرّف على  fليكن  }\ 2ℝ  بالعلاقة
2

( )
2

x x
f x

x

−
=

−
 bو aحقيقيّة  داً أعدا عيّن .

}من  xحقّق، في حالة تُ  cو }\ 2ℝالعلاقة ، :  

( )
2

c
f x ax b

x
= + +

−
  

  نحو الحلّ     ��

)نظراً إلى اختلاف الصيغة المعطاة للتابع  .لسؤالفهم ا � )f x  عن الصيغة المطلوبة، يمكننا أن نفكر
ولا ننسى أننا درسنا القسمة جبريّة على إحدى الصيغتين بهدف الوصول إلى الأخرى.  عملياتبإجراء 

)الإقليدية، وهنا  )f x  2كسرٌ مقامهx   .ونجد المقام ذاته في الصيغة المطلوبة −
2xما هي الصيغة التي نحصل عليها بضرب طرفي المساواة المطلوبة بالمقام  .بحثاً عن طريق  �  ؟−

 تُحقّق  cو bو aتيقّن أن المطلوب يؤول إلى إيجاد أعدادٍ حقيقيّة  ����
2 ( 2)( )x x x ax b c− = − + +  

2xأيّاً كانت  ≠.  
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axما الصلة التي تراها بين  ���� b+ وc  د من جهة وخارج وباقي القسمة الإقليدية لكثير الحدو
2x x−   2علىx −.  

2xأنجز القسمة الإقليدية لكثير الحدود  .1 x−  2علىx −. 
 .cو bو aعين  .2
  .جزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمةأن

 ��	�  �!"  

1التابع المعرف بالعلاقة  fليكن  
( )

sin 2
f x

x
=

+
.  

)يُحقّقان  Mو mن يحقيقين يعدد عيّن ���� )m f x M≤  .ℝمن  xوذلك أياً كان  ≥
  .fالتابع اطّراد  ادرس ����
  نحو الحلّ   ��

1أنّ ونعلم  Mو m قيمتينبين  f قيم التابع رنحص .  نريد أنفهم السؤال  � ���� sin 1x− ≤ ≤، 
)المتراجحة المطلوبة: لذلك نحاول أن ننطلق من هذه المتراجحة للوصول إلى  )m f x M≤ ≤ .  

  .ن طريقبحثاً ع  �

1 المتراجحةمن  بالاستفادة ���� sin 1x− ≤ 1، كان xأنّه أيّاً كان  أثبت ،≥ sin 2 3x≤ + ≤ ،
 واستنتج أنf  معرف علىℝ. 

)يُحقّقان  Mو mأثبت أنّه يوجدُ عددان حقيقيان  ���� )m f x M≤  .ℝمن  xوذلك أياً كان  ≥
  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

sinxالتابع  نعرف جهة اطرادونحن  fالتابع  اطراددراسة .  نريد فهم السؤال  � ���� x֏  على المجال
[ ]0,2π التابع  اطرادمعرفة جهة تمكن  التابع المركب اطرادالنتائج المتعلقة بجهة  وبالاستفادة منf 
sinxالتابع  جهة اطرادمن انطلاقاً  x֏  التابع  كون ومنsinx x֏  ًدراسة يمكن استنتاج  دوريا

  .ℝ على كامل fالتابع اطراد 
  .بحثاً عن طريق  �

sinxبع إلى التا u بالرمزز رمّ  ���� x֏.  أوجد التابع ثمg  الذي يحققf g u= 	.  
  دوري، هاتِ دوراً له. fتابعٌ دوري ما دوره؟ استنتج أنu  أنّ  تذكرْ  ����
]على المجال  u جهة اطرادبذكرْ  ���� ]0,2π التابع  اطراد. ثُمّ استنتج جهةf  على المجال[ ]0,2π.  

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة
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  قُدُماً إلى الأمام 

 �# $�% 	&��'%�&�(�)��# ��#*�  
f وg تابعان تآلفيان معرفان على ℝ  :( )f x ax b= )و + )g x cx d= +.  
fأثبت أن المجموع  .1 g+ .تابع تآلفي  
f لمركّبالتابع ا أثبت أنّ  .2 g	 .تابعٌ تآلفي  
 ؟تابعاً تآلفيّاً  fgضرب الأَيكون جداء  .3
)نفترض أنّ  .4 )g x x=  أيّاً كانتx أثبت أنّ الشرط .( )( )f f x x=	  يُكافئ( )f g=  أو

( )1a = −.  

المعرف  fالخط البياني للتابع  fCفي الشكل المجاور، يمثّل المنحني  
3بالعلاقة  ℝعلى  2( ) 3 1f x x x= − +.  

 kو hو gكل في كرّاسك واستنتج رسم الخطوط البيانية للتوابع ارسم الش .1
 : بالعلاقات ℝ المعرفة على

( ) ( )g x f x= )و  − ) ( )h x f x=  و( ) ( )k x f x= −.  
) وفق F ، التابعℝ نعرف على .2 ) (| |)F x f x=.  

a.  أثبت أنF  .تابعٌ زوجي  
b. استنتج من fC  الخط البياني للتابعF.  

3التابعين المعرفين وفق  gو f ليكن 
( )

1

x
f x

x

+
=

+
)و  )

2

x
g x

x
=

+
h، وليكن  g f= 	.  

) واحسب h مجموعة تعريف عين .1 )h x.  
3 التابع المعرف بالعلاقة kليكن  .2

( )
3 5

x
k x

x

+
=

+
  ؟نيمتساوي kو h التابعان أيكون. 

1f 2وf  تابعانِ معرفان علىℝ  2وفق
1( ) 1f x x= )2و + ) 2 1f x x=  معرف على 3f، و−

{ }\ 0ℝ 3 وفق
1

( )f x
x

]معرف على 4f، و= )4وفق  ∞+,0] )f x x= اكتب كلاً من .

1بصيغة مركب تابعين، مستفيداً من التوابع  الآتية kو hو gو f التوابع 2 3 4, , ,f f f f.  
2: 1 : 2 1

2 1
: 1 :

2 1

g x x f x x

k x h x
x x

+ −

−
−

֏ ֏

֏ ֏

� �

� �

   

  

x

1
1

O

y
fC
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  يأتي:معرفة بالترتيب وفق ما  hو gو f التوابع 
53  1

( ) 2
2

f x x
x

= 1و  −
( ) 1

2
g x

x
= )و  + ) 2 1h x x= −  

1. a.  اكتبf  بصيغة مجموع تابعينu وv  .موضحاً ما قمت به  
.b  التابعين  اطرادما جهةu وv من المجالين على كل ] [, [و ∞−0 ؟ استنتج من ذلك ∞+,0]

  على كلٍ من هذين المجالين. f اطرادجهة 
2. .a  طاحسب وبس( )

( )

f x

g x
 .  

.b  هل التابعانh وf
g

fط الخط البياني للتابع بالضبعيّن  متساويان؟ 

g
.  

[ المعرفين على المجال gو f لنتأمل التابعين  [0,I =   وفق ∞+
1

( )
2 2

x
f x

x
= و   +

2 1
( )

2

x
g x

x

−
=  

  .I على g اطرادرق تابعين بسيطين، بين جهة على بصيغة ف gاكتب  .1
s الرموز عملنست .2 f g= d و + f g= −.  

a.  اطراد ما جهةs  جهة اطرادوما d على I.  
.b  ارسم في المعلم نفسه الخط البياني لكل منs وd.  

3.  1بملاحظة أن
( )

2
f s d=  .f ، ارسم نقطياً بالدّقة الممكنة الخط البياني للتابع+

  �+, #�-# 1

f
.  

)ويحافظاً على إشارةٍ ثابتة عليه. ( I تابعاً معرفاً على مجالٍ  f ليكن ) 0f x  I على <
)أو ) 0f x   متناقصٌ عليه. أي إنّه متزايدٌ أو I مطردٌ على f). نفترض أنّ التابع I على >

1 اطرادفي كل حالة جهة  عيناستعرض جميع الحالات الممكنة، و  .1

f
  .I على 

 . I الآتية على المجال المعطى gكلٍ من التوابع  اطرادجهة  عينتطبيقات:  .2

2

4

1 1
0, , ( ) 0, , ( )

1
1

0, , ( )
cos

I g x I g x
xx

I g x
x

π

   = +∞ = = +∞ =    +
 = =  

� �

�

  

[التابع المعرّف على  fليكن    [1,I = − :  بالعلاقة  ∞+
2

2

( 1)( 3 3)
( )

( 1)

x x x
f x

x

− + +
=

+
.  

 العلاقة Iمن  xتُحقّق أياً كان  cو bو aأعداد حقيقيّة  ةثلاث عين .1

2
( )

1 ( 1)

b c
f x ax

x x
= + +

+ +
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 .Iمتزايدٌ تماماً على  fاستنتج أنّ  .2
3. .a  تيقّن أنّه، مهما تكنx  منI  يكن( )22 3 3 1 2x x x x+ + = + + ك ، واستنتج من ذل+

يكن   Iمن  xأنّه، مهما تكن 
( )

2

2

3 3
1

1

x x

x

+ +
>

+
. 

1xاشرح كيف يمكننا أن نستنتج، أنّه في حالة  )يكن  < ) 1f x x> −.  
.b  أثبت أنّه مهما تكنx ن مI  يكن( )f x x<.  
.c  لاً على الرسم منطقة المستوي التي تحوي الخطاشرح بيانيّاً معنى المتراجحتين السابقتين، مُظل

  البياني للتابع.
  :يأتيدل على الخواص الصحيحة فيما  

]معرّف على  fلتابع  fCالبياني مثّلنا جانباً الخطّ  .1 ]2,2−. 

.a  1للمعادلة
( )

2
f x   ثلاثة حلول. =

.b  الخطّ البياني للتابع( )2
g

x f x֏  يقع فوقfC.  
.c نعرّف ( ) ( )h x f x= 0xفي حالة  − )و ،> ) ( )h x f x= 0 في حالةx  h . عندئذ يكون≤

  زوجيّاً.
.d نعرّف( ) ( )k x f x= 0xفي حالة  − )، و> ) ( )k x f x= 0x في حالة − . عندئذ يكون ≤

  مركز تناظر. kللخطّ البياني للتابع 
2. f  تابعٌ فردي معرّف علىℝ.  

.a ( )0 0f =.  .b f f	 .تابعٌ زوجي  

.c f− .تابعٌ زوجي  .d 1

f
  تابعٌ فردي. 

xمحور تناظر هو المستقيم  fC للخطّ البياني .3 a=و ،f  معرّف علىℝ.  
.a f .تابعٌ زوجي  
.b (2 ) ( )f a x f x− =.  
.c  ليس للخطّ البيانيfC .محور تناظر آخر  

4. f  تابعٌ معرّف على] [1,− بالعلاقة  ∞+
2

( )
1

x
f x

x
=

+
.  

.a  1مهما تكنx > )، يكن − ) 0f x ≥.  

.b  يقع الخط البيانيfC  2فوق القطع المكافئ الذي معادلتهy x= .  

.c  للمعادلة( ) 1f x   حلاّن. =

.d  1مهما تكنx > ) ، يكن− ) 0f x x− >.  

O
1

1

x

y
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سرعة السـيارة مُقاسة $لكيلومتر في يومنا هذا، نقرأ مباشرة على لوحة التحكم 
. ولا نسـتغرب أن تكون هذه السرعة متغيرة 3بعة للزمن وليست km/hفي الساعة 

Rبتة. ونفهم أيضاً أنّ التعريف الشائع للسرعة بصفتها خارج قسمة المسافة المقطوعة 
  على الزمن اللازم لقطعها لا يكفي لتعريف السرعة التي نقرؤها في لوحة التحكمّ.

Zضياتي دقيق؟ كيف نحصل إذن على هذه السرعة اللحظية باسٔلوب ر 

منذ بداية القرن السابع عشر،   
أعطت اmراسة الفيزZئية للسقوط الحرّ 
للأجسام بتاثٔير ثقلها التي أجراها غاليليو 

أوّل مثال عن  (1564-1642)غاليليه 
سرعة متغيرّة ولكن على نحو يمكن التنبؤ 

تغيرّه. لقد جرت مُقاربة السرعة أولاً ب 
قبل أن يجري  وذ� ،بصفتها 3بعاً للزمن
، في نهاية القرن السابع تعريفها رZضياتياً 

عشر، بصفتها التابع المشـتق للتابع 
( )t d t֏  ا�ي يمثل المسافة التي قطعها)

   ).tالجسم الساقط حتىّ اللحظة 
بدء يقطع الجسم برهن غاليليه أنهّ في حا� السقوط الحر لجسم بدون سرعة   

21مسافة قدرها  tحتىّ اللحظة 

2
( )d t gt= وأن سرعته في ت� اللحظة تساوي ،

( )v t gt= حيث ،g .بتٌ لا يتعلقّ $لجسم الساقطR وكما سنرى في هذا  مقدار
)البحث   )t v t֏  هو التابع المشـتق للتابع( )t d t֏.  

  

 

 هيغاليليو غاليل
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  نطلاقة نشطةا 

   اللحظيّة السرعة مفهوم 

عن سطح الأرض. تعطى المسافة التي متراً  25الواقعة على ارتفاع  Oنترك كرة تسقط من النقطة 
)2بالعلاقة  tقطعتها الكرة حتى اللحظة  ) 5S t t=  حيث يقدّر الزمنt  بالثواني، بينما تقدّر المسافة

( )S t .بالأمتار  
. كيف نحسب v(2)ها بالرمز يلإ، سرعة لحظيّة نرمز t=2حرّكة، في اللحظة نعلم أن لهذه الكرة المت

)هذه السرعة؟ حدسياً، يمكننا أن نأخذ فكرة جيّدة عن قيمة السرعة  )2v  إذا حسبنا السرعة الوسطيّة للكرة
2و 2بين اللحظتين  + h  عندما يكونh .قريباً جداً من الصفر  

  
2و 2تحقّق أنّ السرعة الوسطيّة للكرة بين اللحظتين  .1 + h  20هي 5+ hالموافقة  . واحسب القيم

 .0.001وأخيراً عندما  0.1و 0.05و −0.05و −0.1 القيم h عندما تأخذ

t+و tظتين تعطى السرعة الوسطيّة للكرة بين اللح :مساعدة h  بالعلاقة( ) ( )S t h S t

h

+ −. 

. لمّا v(2)، ولكنّ أياً منها لا يساوي v(2)السرعات التي حصلنا عليها آنفاً هي قيم تقريبيّة للسّرعة  .2
هي القول  v(2)أقرب إلى الصفر كانت الطريقة المثلى لتعريف  hيب أفضل كلما كان كان هذا التقر 

2)هي نهاية المقدار  v(2)إنّ  ) (2)S h S

h

+ قيماً  hما يأخذ إلى الصفر أي عند hعندما تسعى  −

 أقرب فأقرب من الصفر.

20وجدنا أنّ هذه النسبة تساوي  .3 5+ h ما نهايتها عندما تسعى .h  إلى الصفر؟ 

 

  :لنهاية عند الصفر لتابع من النمطلتعريف السرعة اللّحظيّة، درسنا ا :نتيجة
( ) ( )S a h S a

h
h

+ −
֏  

  

 1 نشاط
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  العدد المشتقّ  

.1.1 ����� ��	 
�� ����            

، غير مقتصر على في كل ما يأتي نفترض أنّ مجموعة تعريف التوابع المدروسة هي مجالٌ : تنويه مهم
  نقطة واحدة، أو اجتماع عدد منته لمجالات من هذا النوع.

إنّ التابع  
22(1 ) 2

:
x

g x
x

+ −
}معرّف على المجموعة  ֏ }\ 0ℝ.  (0) لا يمكن تعريفوg 

)ولكن يمكننا حساب  )g x  عند جميع قيمx .المجاورة للصفر  

  

): ماذا تصبح قيم الآتي السؤال أنفسناعلى  سنطرح إذن ���� )g x  عندما تقترب قيمx أكثر فأكثر من 
[في المجال  xالصفر؟ وعلى سبيل المثال لا الحصر عندما تقع  [0.1, محذوفاً منه  −0.1

  الصفر؟
عند الصفر. وفي هذا المثال نلاحظ أنّه إذا  gالإجابة عن هذا السؤال تعني دراسة نهاية التابع  إنّ  ����

0xكان   كان ≠
22 4 2 2

( ) 4 2
x x

g x x
x

+ + −
= = أكثر  x. إذن عندما تقترب قيم +

)قيم  فأكثر من الصفر، تقترب )g x  أياً كان العدد الموجب تماماً : . وبقول أدقّ 4من α،  تنتمي
[إلى المجال  gجميع قيم التابع  [4 ,4I α α= − صغيرة بما فيه الكفاية.  xعندما تكون  +

0.001αفإذا كان  4وقعت جميع القيم مثلاً  = 2x+  في المجالI  في حالةx  من المجال
] [0.0005,0.0005−. 

عند الصفر ونكتب  gهو نهاية التابع  4نقول إنّ العدد  ����
0

lim ( ) 4
x

g x
→

=. 

  حالة العامّةال 

���� f  تابع معرّف على مجموعةD  حدسياً القول إنّ هامجالاتأحد طرف تحوي الصفر أو الصفر .
قريبة من الصفر  Dمن  xنّه كلما كانت قيم أعند الصفر يعني  fهو نهاية التابع  ℓالعدد 

)تجمّعت قيم  )f x  حولℓ ّأياً كان العدد الموجب تماماً ه . وهذا يعني أنα، قيم قع ستف( )f x  ًحتما 
ℓ−بين  α و+ℓ α  عندما تكونx  منD  وفي هذه الحالة نكتب  ،0بقدر كاف من قريبة

0
lim ( )
x

f x
→

= ℓ. 

  

 مثال



  

47  

.2.1 ���� ����� .���� ��	 �������� 
������  

نقطة من مجموعة تعريفه. نقرن  aلتكن و  ،Dمعرّفاً على  معطى اً تابع f ليكن :الآتيةسنهتمّ بالمسألة 

a كون عندهي غير معدوم، h بكل عددٍ  h+  ًمن  عنصراD،  َالعدد ( ) ( )
( )

f a h f a
t h

h

+ −
= .

)للتابع هل : والسؤال هو )h t h֏ عند الصفر؟ نهاية  
  .a النقطةاشتقاقيّ عند  fقلنا إنّ التابع  "نعم"إذا كان الجواب 

 
  1  تعريف

ومشتقه  a اشتقاقيّ عند fإنّ التابع  نقطة من مجموعة تعريفه. القول aو اً حقيقيّ  اً تابع f ليكن  

)يكافئ القول إنّ للتابع  ،ℓيساوي  aعند  ) ( )f a h f a
h

h

+ −
  ر.عند الصف ℓنهاية حقيقيّة  ֏

)ونكتب  a النقطةعند  fللتابع العدد المشتقّ  ℓنسمّي    )f a′ = ℓ.  

        تكريساً للفهم

  ا عن النهاية عند الصفر؟ما النتائج الواجب معرفته 
)إن نتائج من النمط  )

0
lim 4 7 7
x

x
→

− + و  =
0

lim 2 5 5
x

x
→

+ المبرهنات  هابرّر وتبدَهيّة حدسياً  =

 التي سنقبلها دون إثبات. الآتية

1. 
0

lim 0
x

x
→

2و =

0
lim 0
x

x
→

وبوجه عام  =
0

lim 0n

x
x

→
0n إذا كان = >. 

 تكثير حدود كان Pإذا كان  .2
0

lim ( ) (0)
x

P x P
→

=. 

 تكان معرّفاً عند الصفرتابعاً كسرياً  Fإذا كان  .3
0

lim ( ) (0)
x

F x F
→

=. 

تابعاً كسرياً معرّفاً عند الصفر وموجباً  F في جوار الصفر وكان اً كثير حدود موجب Pإذا كان  .4
في جوار الصفر كانت 

0
lim ( ) (0)
x

P x P
→

وكانت  =
0

lim ( ) (0)
x

F x F
→

=. 

في حالة  .5
0

lim ( )
x

f x
→

= ℓ  و
0

lim ( )
x

g x
→

′= ℓ  لدينا 

( )
0

lim ( )
x

f g x
→

′+ = +ℓ ℓ     و( )
0

lim ( )
x

f g x
→

′⋅ = ℓℓ  

  كيف نفهم التعاريف والرموز؟  

)العدد  يسمى ) ( )f a h f a

h

+ aو aبين النقطتين  fالتابع  معدّل تغير − h+،  نرمز إليه عادة بالرمز و

( )t h وهو معرّف عندما يكون .h  غير معدوم والعددa h+  واقعاً ضمن مجموعة تعريف التابعf .
 فإنّ ذلك يعني أنّ الشرطين السابقين محققان.عندما نكتب معدّل تغير تابع 
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)بالرمز  a النقطةعند  fنرمز إلى العدد المشتق للتابع  � )f a′ فإذا كان .f  اشتقاقياً عند النقطة
a كان   

 
0

( ) ( )
( ) lim

h

f a h f a
f a

h→

+ −
′ =  

  
  ؟ aاشتقاقيّ عند  fكيف نبرهن أنّ تابعاً   

)2المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق  fليكن التابع  )f x x=ادرس قابلية . 
)واحسب  a عدد حقيقي عند fاشتقاق  )f a′.  

aو aبين  fتابع فنشكّل معدّل تغير ال 1 نطبق التعريف aعند  fلدراسة قابلية اشتقاق  h+ 
ثمّ ندرس 

0
lim ( )
h

t h
→

.  
  

aو a بين النقطتين fعدداً حقيقيّاً، كان معدّل تغير التابع  aإذا كان  h+  العددهو  
( ) ( )

( )
f a h f a

t h
h

+ −
=  

)2ولما كان  )f x x= كان ،  

( )
( )2 2 22

2
a h a ah h

t h a h
h h

+ − +
= = = +  

نستنتج أنّ 
0

lim ( ) 2
h

t h a
→

)وأنّ  a ةالنقطاشتقاقيّ عند  f، وأنّ التابع = ) 2f a a′ =.  

 aاشتقاقي عند كل عددٍ  f، استنتجنا أنّ aكان العدد  لما كانت النتيجة السابقة صحيحة أياً 
)وأنّ  ) 2f a a′ )و −1اشتقاقي عند  f المثال. فعلى سبيل = ) ( )1 2 1 2f ′ − = × − = −.  

 
   تَدربْ 

)2 بالصيغةالمعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة  fليكن التابع  ���� ) 3 4f x x= . ادرس قابلية −
f(5)واحسب  5عند  fاشتقاق  ′.  

)3 بالصيغةالمعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة  fليكن التابع  ���� ) 1f x x= . ادرس قابلية −
f(1)واحسب  1عند  fاشتقاق  ′.  

  

    الحل

 مثال
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  بعض تطبيقات الاشتقاق عند نقطة 

.1.2 �����  ! "�#��   

 
    2 تعريف

 في النقطة fالمماس لمنحني التابع . إنّ aالاشتقاقي عند النقطة  f لبياني للتابعاالخط  Cليكن 
( ), ( )A a f a  هو المستقيم المار بالنقطةA  وميله( )f a′.  

  التأويل الهندسي 
aفاصلتها التي  C النقطة من الخط البياني M لتكن h+ )0h  ، أيf). إنّ معدّل تغير التابع ≠

( ) ( )f a h f a

h

+ )هو ميل المستقيم  − )AM ولما كانت .  

0

( ) ( )
lim ( )
h

f a h f a
f a

h→

+ −
′=  

)أمكننا اعتبار المستقيم  )T  المار بالنقطةA  وميله( )f a′ ، للمستقيمات  الوضع النهائيّ هو( )AM 
  .C مع بقائها على المنحني Aمن النقطة  Mعندما تقترب النقطة 

  

  

)في النقطة  C للمنحنيتعطى معادلة المماس  ), ( )A a f a بالعلاقة  

( )( ) ( )y f a x a f a′= − +  

)نعلم في الواقع أنّ ميل المماس هو  )f a′  صيغةباللمماس ا معادلةوعليه تكتب ( )y f a x p′= ولمّا  +
)المماس يمر بالنقطة  كان ), ( )A a f a  ّاستنتجنا من ذلك أن( ) ( )p f a af a′= معادلة الونجد  −

  .في معادلة المماس pبتعويض قيمة  المطلوبة
  

C

xO

AM

T

y



 

50 

.2.2  $���������%��� &��'  

 T، وليكن aاشتقاقيّ عند النقطة  fالخط البياني لتابع  C ليكن
)في النقطة  Cالمماس للمنحني  ), ( )A a f a ّيظهر من الرسم أن .

، ويمكننا إذن أن Aفي جوار النقطة  Cقريب من المنحني  Tالمستقيم 
. بعبارة أخرى نستبدل Aالنقطة  بقرب Tالمستقيم  Cنستبدل بالمنحني 

نا نستبدل نّ إ، أي Tالتابع التآلفي المعرّف بالمستقيم  fمحلياً بالتابع 
)بالعدد الحقيقي  )f a h+  ّالعددَ الحقيقي( ) ( )f a hf a′+  عندما تكون

h .قريبة من الصفر  
التقريب الذي نحصل ونقبل أنّ أفضل تقريب هو  f تقريباً تآلفيّاً للتابع Aيعطي أي مستقيم مار بالنقطة 

  .Aالمماس في النقطة  عليه باختيار

 
القيمة المطلقة للخطأ المرتكب. MPتمثّل المسافة 

 
  

  تكريساً للفهم 

  ؟المحلي التقريب التآلفي ما فائدة  
نّه يفيد في تبسيط الحسابات. فمثلاً، سنرى في التمارين أنّ إ �

2
1 h+  هو التقريب التآلفي المحلّي

1hللتابع  h+֏ ومن الواضح أنّ حساب ،
2

1 h+  1أبسط من حسابh h+֏ ولكن .
2هذا التقريب إذا لم نكن نعرف حدّاً أعلى للخطأ المرتكب وهو في هذه الحالة  لا فائدة من

8
h. 

تقدير للخطأ  وحسابون تقريب التوابع محلّياً بكثيرات حدود اتيّ على العموم، استطاع الرياضيّ  �
)المرتكب. ولكن لماذا التقريب بكثيرات الحدود؟ لأنّ حساب  )P x  لا يتطلب إلا عمليّتي الجمع

3والضرب. فمثلاً  51 1
( )

6 120
P x x x x= − sinxتقريبٌ محلّي في جوار الصفر للتابع  + x֏ 

 كثير حدود من الدرجة الخامسة.واسطة ب

 كيف يتدخل الاشتقاق في باقي العلوم؟   

aو aبين النقطتين  fلمعدّل تغيّر تابع  � h+،( ) ( )f a h f a

h

+ في ، مدلول ملموس فهو يفيدنا −

 قياس التغير الوسطي لمقدار ما. 

  

a a h+
x

y

( )f a

( ) ( )f a f a h′+

( )f a h+

A

M

P

O

C
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) ل ا تحركت نقطة ماديّة على محور ودإذ )S t  اللحظة  إلىعلى المسافة المقطوعةt دلّ العدد ،
0 0( ) ( )S t h S t

h

+ 0tو 0tبين اللحظتين لمتحرك لسرعة الوسطيّة العلى  − h+.  يتيح لنا مفهوم

لنقطة مادية تتحرك على محور عرّف السرعة اللّحظية نإذ  العدد المشتق تعريف قياسات لحظية.
  بأنّها 0tفي اللحظة 

0 0

0

( ) ( )
lim
h

S t h S t

h→

+ −  

)فهي إذن العدد المشتق للتابع  )t S t֏  0عندt.  

 معادلة مماس ورسمه 

f:2معادلة المماس لمنحني التابع  اكتب x x֏  ثمّ ارسم هذا  −1في النقطة التي فاصلتها
  المماس.

  
)أنّ و  −1اشتقاقيّ عند  fأنّ  مثال سابقوجدنا في  � )1 2f ′ − = . وعليه يقبل الخطّ البياني للتابع −
f  ًمماساT  معادلته، وفق ما درسناه، هي −1في النقطة التي فاصلتها 

( ) ( )( ) ( )1 1 1y f x f′= − − − + 2  أي   − 1y x= − −. 

)نعلم أنّ المماس يمر بالنقطة  � )1,1A ، لرسمه علينا تعيين نقطة ثانية منه. −
,0) فمثلاً  1)B المستقيم والمماس هو  يهواقعة علمعادلة المماس فهي تحقق  −

( )AB نفسه. 

 
   تَدربْ 

  .aفي النقطة التي فاصلتها  fمعادلة للمماس للخطّ البياني للتابع المعطى  عيّن ����
3

2

( ) 0

( ) 4 1

( ) 2 1

f x x a

f x x a

f x x a

= =

= − + =

= − + =

�

�

�

  

. تأمّل الشكل، fنجد في الشكل المجاور الخط البياني لتابع اشتقاقي   ����
  .الآتيةوأجب عن الأسئلة 

  اكتب معادلة المماسين المبينين في الشكل.  �
)استنتج تقريباً تآلفيّاً محليّاً لكل من  � 3 )f h− 2)و + )f h+.  

 مثال

 مثال

  الحل

x

y

1

1

C

O

C

A

B

T

11−

1

x

y
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  ات التوابع المألوفةشتقم

.1.3 ����� 
�����  

 
     3تعريف

. نقـول إنّ fDمجالاً أو اجتماع مجـالات محتـوى فـي  Iوليكن  fDتابعاً معرّفاً على المجموعة  fليكن 
f  اشتقاقي علىI  إذا كان اشتقاقياً عند كل نقطة منI بكـل  التـابع الـذي يقـرن وفي هـذه الحالـة نسـمّي
x  منI  العدد المشتق( )f x′  التابع المشتق للتابعf  ونرمز إليه بالرمزf ′.  

f:2أنّ التابع  مثال سابقوجدنا في   x x֏ اشتقاقي عند كل عدد حقيقي a  ّوأن
( ) 2f a a′ اشتقاقيّ على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وأنّ تابعه المشتق هو التابع  f. نستنتج أنّ =

:المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق  2f x x′ ֏.  

  التوابع المشتقة لبعض التوابع المألوفة 2.3.2.3.2.3.2.3.

 
    1  مُبرهَنة

f:ابع تآلفي كلّ ت  x mx p+֏ تابعٌ اشتقاقي على ℝالثابت ، ومشتقه التابع :f x m′ ֏.  

  الإثبات
0hإذا كان   كان ≠

( )
( )

m a h p am p
t h m

h

+ + − −
= =  

hلتابع الثابت هو ا t أي إنّ التابع m֏ ّنستنتج أن .
0

lim ( )
h

t h m
→

=.  

 
   نتيجة

f:إنّ مشتق التابع  � x x֏  هو التابع المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق( ) 1f x′ = .
1mضع  0pو =  في المبرهنة السابقة. =

f:إنّ مشتق التابع الثابت  � x p֏  هو التابع المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق
( ) 0f x′ 0m. ضع =  في المبرهنة السابقة. =

  
 

 مثال



  

53  

 
    2  مُبرهَنة

f:التابع    x x֏  0اشتقاقي على المجال, +∞   وتابعه المشتق هو التابع المعرّف على

0, +∞   1وفق
( )

2
f x

x
′ =.  

  الإثبات
0aأياً كان  0hو <   كان  ≠

( ) ( )
( )

f a h f a a h a
t h

h h

+ − + −
= =  

aوبضرب البسط والمقام بالمقدار   h a+   نجد  +

( )
1

( )
h

t h
h a h a a h a

= =
+ + + +

  

  ونستنتج من العمليات على نهايات التوابع أنّ 

( )
0

lim 2
h

a h a a
→

+ + =  

وعليه يكون 
0

1
lim ( )

2h
t h

a→
1و  aند اشتقاقي ع f. إذن =

( )
2

f a
a

′ =.   

 
    3  مُبرهَنة

:التابع  .1 sinf x x֏  اشتقاقي على مجموعة الأعداد الحقيقيّة ومشتقه على هذه المجموعة هو
: cosf x x′ ֏. 

:التابع  .2 cosf x x֏ ة الأعداد الحقيقيّة ومشتقه على هذه المجموعة هو اشتقاقي على مجموع
: sinf x x′ −֏. 

 تُقبل هذه المبرهنة دون إثبات.

  تكريساً للفهم 

fكيف نستعمل التابع       ؟′
تعفينا من  مكّننا معرفة التابع المشتق من الحساب السريع للعدد المشتق عند نقطة، إضافة إلى كونهاتُ 

حساب 
0

lim ( )
h

t h
→

.  
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f:وجدنا أنّ التابع   x x֏  0اشتقاقي على المجال, +∞   وتابعه المشتقّ هو التابع
1

:
2

f x
x

′ 1وأنّ  1اشتقاقي عند  f. نستنتج أنّ ֏
(1)

2
f ′ =.  

:لماذا لا يقبل التابع   | |֏f x x الاشتقاق عند الصفر ؟ 

   0 لأنّه ليس لمعدّل تغير هذا التابع نهاية عند الصفر، ذلك أنّ معدّل التغير بين

0و h+ هو| |
( )

h
t h

h
). إذن = ) 1t h 0hفي حالة  = )، و< ) 1t h = في  −

0h حالة ). فلا يمكن أن يقبل التابع > )h t h֏ الصفر، فمثلاً عندما  ة عندنهاي
,0.01 المجالفي   h لتتحوّ  0.01 −    لا تتجمّع قيم( )t h   حول العدد الحقيقي
  .ℓ نفسه

f:لتابع ا  x x֏ ،لماذا؟ غير قابل للاشتقاق عند الصفر  
0و 0لأنّه ليس لمعدّل تغير هذا التابع نهاية حقيقيّة عند الصفر، ذلك أنّ معدّل التغير بين  h+  هو

1
( )

h
t h

h h
= قريبة أيضاً من  hقريبة جداً من الصفر تصبح قيم  h. فعندما تصبح قيم =

الصفر لأنّ 
0

lim 0
h

h
→

. وعندما نحسب مقلوب أعداد موجبة تماماً وقريبة من الصفر نحصل على =

  أعداد لا متناهية في الكبر ولا يمكن أن تتجمّع حول قيمة حقيقيّة ثابتة.

f:لماذا يقبل، مع ذلك، منحني التابع   x x֏ مماساً عند الصفر؟  

f:وجدنا أنّ التابع  x x֏  ّ0)غير قابل للاشتقاق عند الصفر وأن ) (0)f h f

h

+ يصبح لا  −

التي  fالنقطة من الخط البياني للتابع  Mمن الصفر. لكن إذا كانت  hمتناهياً في الكبر عندما تقترب 

0hمع hفاصلتها  0)، كان< ) (0)f h f

h

+ ) ميل المستقيم − )OM فإذا  .

لاحظنا أنّ  fمع بقائها على منحني التابع  Oن النقطة م Mاقتربت النقطة 
)الوضع النهائي للمستقيمات  )OM .هو محور التراتيب  

إنّ لخطّه البياني مماساً في هذه النقطة هو غير قابل للاشتقاق عند الصفر، ف fنقول إنّه مع كون التابع 
  .Oمماساً شاقوليّاً في النقطة  fإنّ لمنحني التابع محور التراتيب. ونقول أيضاً 

 
  تَدربْ 

)المشتقّات يأتياحسب فيما  )f x′ناً المجموعة التثم احسب ي تكون عليها حساباتك صحيحة، مبي( )f a′.  
( ) , 4 ( ) 3, 0

( ) sin , ( ) 3 1, 1
2

f x x a f x a

f x x a f x x a

= = = − =

π
= = = − = −

� �

� �
  

 مثال

1

1−

O h

( )t h

C
M

1 h

1

x

y

y x=
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   ةات على التوابع الاشتقاقيالعملي 

يجد القارئ في هذه الفقرة إثبات مُعظم الخواص، ولكن يمكن ترك : تنويه مهم
  تطبيقها.الإثبات إلى قراءة ثانية والاكتفاء بمعرفة الخواص والتمكّن من 

.1.4    (��� )*#+ ���,        

 
    4  مُبرهَنة

u ، كانD اشتقاقيين على المجموعة vو uإذا كان   v+  اشتقاقياً علىD وكان  
( )u v u v′ ′ ′+ = +  

        الإثبات

  كان  Dمن  aإذا كان 
( )( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

u v a h u v a
t h

h
u a h v a h u a v a

h
u a h u a v a h v a

h h

+ + − +
=

+ + + − −
=

+ − + −
= +

  

  نضع

1

( ) ( )
( )

u a h u a
t h

h

+ −
2  و  =

( ) ( )
( )

v a h v a
t h

h

+ −
=  

1كان  a اشتقاقياً عند vو uلما كان كل من  
0

lim ( ) ( )
h

t h u a
→

2و =′
0

lim ( ) ( )
h

t h v a
→

. نستنتج إذن =′

أنّ 
0

lim ( ) ( ) ( )
h

t h u a v a
→

′ ′= أنّ  . استنتجناDمن  a. ولمّا كانت هذه النتيجة صحيحة أياً كان +

( )u v u v′ ′ ′+ = +.    

.2.4 (��� -�. /��0 ���,  

 
    5  مُبرهَنة

u، كان Dاشتقاقيين على المجموعة  vو u إذا كان   v⋅  اشتقاقياً علىD وكان  
( )u v u v u v′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  

)عدداً حقيقياً كان  λوبوجه خاص إذا كان    )v vλ λ′ ′=.  
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        الإثبات

  كان Dمن  aإذا كان 
( )( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

u v a h u v a
t h

h
u a h v a h u a v a

h
u a h u a v a h v a

v a h u a
h h

⋅ + − ⋅
=

+ ⋅ + − ⋅
=

+ − + −
= ⋅ + + ⋅

  

  قة، نجدعلى الرموز الواردة في المبرهنة السابوبالمحافظة 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )t h t h v a h u a t a h= ⋅ + + ⋅ +  
)2ولكن  ) ( ) ( )v a h v a ht h+ = استنتجنا  aاشتقاقياً عند  v، ولما كان +

0
lim ( ) ( )
h

v a h v a
→

+ =.  

  إذن aاشتقاقي عند  vو u إنّ كل من

0
lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

t h u a v a u a v a
→

′ ′= +  

). ينتج من ذلك أنّ Dمن  aهذه النتيجة صحيحة أياً كان  )u v u v uv′ ′ ′⋅ = +.  
u:عدداً حقيقياً وكان  λإذا كان  x λ֏  كان: 0u x′ )ومنه ֏ )v vλ λ′ ′=.  

 
  6  مُبرهَنة

nx، كان التابع nأيا كان العدد الطبيعي غير المعدوم  .1 x֏  ًعلى مجموعة الأعداد  اشتقاقيا
1nxالحقيقيّة ومشتقه التابع  nx −֏. 

1كل كثير حدود  .2
1 1 0: n n

n nP x a x a x a x a−
−+ + + +֏ اشتقاقي على مجموعة الأعداد  ⋯

 الحقيقيّة ومشتقه هو

1 2
1 1: ( 1) ...n n

n nP x na x n a x a− −
−

′ + − + +֏  

           الإثبات

:نضع    .1 n
nf x x֏1حة في حالة. نعلم أن النتيجة صحيn 2nو = 3f. لحساب = نكتب  ′

3 1 2f f f= نّه أياً كان اشتقاقي على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وأ 3f، نجد أنّ 5وبتطبيق المبرهنة  ⋅
 كان  x العدد الحقيقي

( ) ( )2 2
3 ( ) 1 2 3f x x x x x′ = × + × =  

)1يمكننا بهذه الطريقة التقدّم خطوة خطوة لأننا إذا أثبتنا أنّ  ) p
pf x px −′ استنتجنا أنّ  =

1( ) ( 1) p
pf x p x+
′ = 1وذلك بأن نكتب  + 1p pf f f+ = ⋅. 

 .5و 4إنّ هذه القضية نتيجة للقضية السابقة وللمبرهنتين  .2
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.3.4 
�� -*'�, ���,   

 
    7  مُبرهَنة

)وكان  D اشتقاقياً على v إذا كان   ) 0v a 1كان  Dمن  aوذلك أيا كان  ≠

v
 Dاشتقاقياً على  

 وكان
2

1 v

v v

′  ′ = −  
.  

        الإثبات

كان  aاشتقاقياً عند  v. لما كان Dعنصراً من  a ليكن
0

lim ( ) ( )
h

v a h v a
→

+ قيم  ولما كانت. =

( )v a h+  غير معدومة أيضاً عندما تكونh  1ع تعريف نسبة تزايد التابأمكننا في جوار الصفر

v
  وهي 

1 1 1 1 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( )

( ) ( )

v a v a h
t h

h v a h v a h v a h v a

v a h v a

v a h v a h

   − +
   = − =
   + + ⋅   

 + −
 = −
 + ⋅  

  

ومنه نجد أنّ 
20

1 ( )
lim ( ) ( )

( ) ( ) ( )h

v a
t h v a

v a v a v a→

′
′= − × = −

⋅
المطلوب، لأنّ هذه العلاقة صحيحة  وهو 

 .Dمن  aعند كل نقطة 

 
    8  مُبرهَنة

1nكان العدد الطبيعي  أياً    1، كان ≤
n

x
x

 هو مشتقهو  ℝ∗اشتقاقياً على  ֏
1n

n
x

x +
−֏.  

  الإثبات

1nأياً كان العدد الطبيعي  )، نضع≤ ) nv x x=  1فيكون 1
( )

( )n
f x

v xx
= اشتقاقي على  v. ولأنّ =

0x، وإذا كان ℝ∗مجموعة الأعداد الحقيقيّة، فهو اشتقاقيّ على  )كان  ≠ ) 0v x . نستنتج وفقاً ≠
0x وفي حالة ℝ∗اشتقاقيّ على  f، أنّ 7 للمبرهنة   لدينا :  ≠

1

2 2 1

( )
( )

( )

n

n n

v x nx n
f x

v x x x

−

+

′
′ = − = − = −.  

 
    فَكرْ 

mxمعاً بالقول إنّ مشتق  8و 6يمكن جمع المبرهنتين  x֏  1هوmx mx في حالة عدد  ֏−
  .mغير معدوم  صحيح
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.4.4  (��� �#1� 23�4 ���,  

 
    9  مُبرهَنة
)ن ، وكاDاشتقاقيين على  vو uإذا كان  ) 0v a ، كان Dمن  aأياً كان العدد الحقيقي  ≠

uالتابع 

v
  ، وكانDاشتقاقياً على  

2

u u v uv

v v

′  ′ ′− =  
  

        الإثبات

uنكتب التابع 

v
1بالشكل  

u
v

 فنجد المطلوب. 7و 5 ، ثم نستفيد تِباعاً من المبرهنتين×

.5.4 
����� ���, ( )x u ax b֏ +   

 
    01  مُبرهَنة

 xمجموعة الأعداد  Jعددين حقيقيين، ولتكن  bو a، وليكنDبعاً اشتقاقياً على تا uليكن    
axالتي تجعل  b+  عنصراً منD عندئذ يكون التابع .: ( )f x u ax b+֏  اشتقاقياً علىJ ،

  ومشتقه هو التابع
( ) ( )x f x au ax b′ ′= +֏  

x هو ناتج تركيب التابعين fالتابع   ax b+֏  ّثُمu.  

  تكريساً للفهم 
  ؟10كيف نطبق المبرهنة 

  :مبرهنة بوجه خاص في إثبات ما يليتفيدنا هذه ال
xالتابع  � ax b→ [اشتقاقيّ على المجال  + / , [J b a= − 0aإذا كان  ∞+ على المجال  أو <

] , / [J b a= −∞ 0aإذا كان  −  هو التابع  Jومشتقه على  >

2

a
x

ax b+
֏  

)التابع  � )cosx ax b+֏  اشتقاقيّ على مجموعة الأعداد الحقيقيّة ومشتقه علىℝ  هو التابع
( )sinx a ax b− +֏. 

)التابع  � )sinx ax b+֏  اشتقاقيّ على مجموعة الأعداد الحقيقيّة ومشتقه علىℝ  هو التابع
( )cosx a ax b+֏. 
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 مشتق مجموع  

f:نتأمّل التابع  x x x+֏  0المعرّف على, +∞  احسب  .( )f x′.  

  
u: يساوي مجموع التابعين fنلاحظ أنّ  x x֏ و:v x x֏ن. التابعا u وv على  اشتقاقيان

0,I  = +∞  وأيّاً كان ،x  منI كان ( ) 1u x′ 1و =
( )

2
v x

x
′  4.رهنة بالاستفادة من المبإذن  .=

 يكن Iمن  x، وأنّه مهما تكن I اشتقاقي على fنستنتج أنّ 

1
( ) 1

2
f x

x
′ = +  

  بع كثير الحدودمشتق تا  
3 بالعلاقة ℝتابعٌ معرّف على  fالتابع      2( ) 5 3 10 3f x x x x= − + ) احسب. + )f x′.  

  
نطبّق  6.عملاً بالمبرهنة  ℝالدرجة الثالثة، فهو إذن اشتقاقي على تابعٌ كثير الحدود من  fنلاحظ أنّ 

  لأسلوب الموضّح فيما يلي :باإذن هذه المبرهنة 

  
)التابع المشتقّ ف )f x′  هو التابع المعرّف علىℝ بالعلاقة 

2( ) 15 6 10f x x x′ = − +  
  مشتق جداء ضرب  

)أنّ التابع أثبت      )2: 3 1f x x x+֏  0اشتقاقي على, +∞  واحسب ،( )f x′.  

  
:2 يساوي جداء ضرب التابعين fنلاحظ أنّ  3 1u x x v:و ֏+ x x֏ولكنّ التابع . u 
I,0فهو اشتقاقي على  ℝاشتقاقي على  = +∞ و ،: 6u x x′ اشتقاقي  v. وكذلك، نرى أنّ التابع ֏

1، وIعلى 
:

2
v x

x
′ ، وأنّه مهما I اشتقاقي على fنستنتج أنّ  5.وبالاستفادة من المبرهنة  .֏

 يكن : Iمن  xتكن 

( )2 1 15 1
( ) 6 3 1

22 2
f x x x x x x

x x
′ = × + + × = +  

  مشتق نسبة تابعين 

2أثبت أنّ التابع    1
:

3 1

x
f x

x

−

− +
  .المشتق التابع عيّناشتقاقيّ على مجموعة تعريفه و  ֏

  الحل

  الحل

  الحل

 مثال

 مثال

 مثال

 مثال

3 2

2

( ) 5 3 10 3

( ) 5 3 3 2 10 1 0

f x x x x

f x x x

= − + +

′ = × − × + × +
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uنلاحظ أنّ  �

f
v

:مع  = 2 1u x x :و ֏− 3 1v x x− ). ينعدم ֏+ )v x  إذا وفقط إذا كان
1

3
x }معرّف على المجموعة  f. نستنتج أنّ التابع = }1

3
\fD = ℝ. 

لا ينعدم  v. ولما كان fD(تابعان تآلفيّان) فهما اشتقاقيّان على  ℝاشتقاقيان على  vو uالتابعان  �
 كان fDمن  xكان  وأنّه أياً  fDاشتقاقي على  fأنّ  9استنتجنا وفقاً للمبرهنة  fDعلى 

2 2

2( 3 1) (2 1)( 3) 1
( )

( 3 1) ( 3 1)

x x
f x

x x

− + − − − −
′ = =

− + − +
  

  أنّ أيّ تابع كسري اشتقاقي على مجموعة تعريفه. ذاتهانبرهن بالطريقة 

      

:أثبت أنّ التابع    2 4f x x− f(1)، ثُمّ احسب 1اشتقاقيّ عند  ֏+ ′.  

  
) نلاحظ أنّ  � ) ( 2 4)f x u x= − u:حيث  ،+ x x֏  0تابع اشتقاقي على هو,D  = +∞  ،

1ومشتقه التابع 
:

2
u x

x
′ ֏. 

التي تجعل  xمجموعة العناصر  Jاشتقاقي على  f، أنّ التابع 10 نستنتج، بناءً على المبرهنة �
2 4 0x− + 2J,أي على  <  = −∞  ونجد وفقاً للمبرهنة نفسها أنّه إذا كان .x  منJ كان 

1 1
( ) 2 ( 2 4) 2

2 2 4 2 4
f x u x

x x

−
′ ′= − − + = − × =

− + − +
  

1، وأنّ 1اشتقاقي عند  fنستنتج أنّ  1
(1)

2 1 4 2
f

− −
′ = =

− × +
.  

 
  تَدربْ 

fالمشتقّات يأتي احسب فيما    التي تكون عليها حساباتك صحيحة.، مبيناً المجموعة ′
3 2( ) 3 ( ) 2 7

5 4
( ) ( ) sin(2 )

2 3
1

( ) ( ) cos(3 )

5
( ) ( ) sin2

1

f x x x f x x x x

x
f x f x x

x

f x x x f x x x
x

f x f x x x
x

= + + = + −

−
= = + π

−

= + = +

= = +π
+

� �

� �

	 


� �

  

  الحل

  الحل

 مثال
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  الخلاصة

 ملاحظات المشتق التابع

x mx p+֏  x m֏   

nx x֏  1nx nx −֏  n ∗∈ ℕ  
1
n

x
x

֏  
1n

n
x

x −
−֏  , 0n x∗∈ ≠ℕ  

x x֏  
1

2
x

x
֏  0,x  ∈ +∞   

sinx x֏  cosx x֏  x ∈ ℝ  
cosx x֏  sinx x−֏  x ∈ ℝ  

u v+  u v′ ′+  

تنبّه إلى الشروط الواجب 
تحقّقها عند تطبيق هذه 

 العلاقات

uv  u v uv′ ′+  
uλ )λ ثابت( uλ ′  

1

v
  

2

v

v

′
−  

u

v
  

2

u v uv

v

′ ′−  

( )x u ax b+֏  ( )x au ax b′ +֏  
  

 

:مشتق  ���� cos(3 4)f x x ) هنا .֏− ) ( )f x u ax b= :حيث  + cosu x x֏ 3وa  إذن =
( ) 3 sin(3 4)f x x′ =− −. 

: مشتق ���� sin( 5 2)f x x− ) هنا .֏+ ) ( )f x u ax b= : حيث + sinu x x֏ 5وa = − 
)إذن  ) 5 cos( 5 2)f x x′ = − − +. 

 مشتق ����
2

:
1

x
f x

x +
) هنا .֏ )

( )
( )

u x
f x

v x
u:2حيث  = x x֏ و: 1v x x  fإذن  ֏+

}\اشتقاقيّ على  1}−ℝ  و( ) 2u x x′ )و = ) 1v x′  وعليه يكون  =

2 2

2 2

2 ( 1) 2
( )

( 1) ( 1)

x x x x x
f x

x x

+ − +
′ = =

+ +
.  

 مثال
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   أفكار يجب تَمثـلُها 

يؤول البحث عـن العـدد المشـتق وفقـاً للعلاقـة  ����
0

( ) ( )
( ) lim

h

f a h f a
f a

h→

+ −
′ إلـى حسـاب نهايـة عنـد  =

اشـتقاقياً  fالصفر. ولحسن الحظ تعفينا معرفة التابع المشتق من حساب هذه النهاية عند كل نقطة يكون 
 عندها.

  
:2لحساب العدد المشتقّ للتابع  1f x x 1x عند النقطة ֏+ . نحدّد أولاً التابع المشتقّ =

:ونكتب  2f x x′ (1)فيكون  ֏ 2 1 1f ′ = × =. 

)قَبِلَ خطّه البياني مماساً في النقطة  aعند النقطة  اشتقاقياً  fإذا كان  ���� , ( ))A a f a ميل هذا المماس .
)يساوي  )f a′  فهو إذن مماس أفقيّ أو مائل ولكنه لا يكون شاقولياً. ولكن هناك منحنيات لتوابع تقبل

)د نقطة مماساً شاقوليّاً عن , ( ))A a f a  من المنحني دون أن يكون التابع الذي يمثله المنحني اشتقاقياً عند
 .aالنقطة 

  
تابع الجذر التربيعي معرّف عند الصّفر وغير قابل للاشتقاق عند 

,0)اً في النقطة الصفر ويقبل منحنيه مماساً شاقولي 0)A .منه 

 إضافة ثابت إلى تابع لا يغيّر من عبارة التابع المشتقّ.  ����

  
2xللتابعين  x֏ 2و 5x x  المشتقّ نفسه. ֏+

 نضرب المشتقّ بالعدد الحقيقيّ نفسه. λعند ضرب تابع بعدد حقيقيّ  ����

fمن المفيد عند حساب التابع المشتق  ���� بصيغة مجموع أو جداء أو نسبة  fكتابة التابع  fللتابع  ′
 ومن ثم تطبيق المبرهنات أو الجدول التلخيصيّ.

  .كسات يجب امتلاكُهامنع 

)لحساب  ���� )f x′  بالاستفادة من العمليّات الجبريّة، ومنعاً من ارتكاب أخطاء، لا تتردّد بكتابة التوابع
 ا بوضوح.عملهالمرحليّة التي تست

 مثال

 مثال

 مثال

x

y
y x=
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,0التابع المعرّف على  fليكن  +∞   بالعلاقة( )
1

x
f x

x
=

+
). يمكننا أن نكتب  )

( )
( )

u x
f x

v x
= 

) إذْ  )u x x= و( ) 1v x x= I,0اشتقاقيّ على المجال  u. التابع +  = +∞ والتابع ، v 

). إضافة إلى ذلك لديناIاشتقاقيّ ولا ينعدم على  ) 1v x′ 1و =
( )

2
u x

x
′ . إذن يمكننا أن =

  : ما يلي ،Iمن  xنكتبَ، أيّاً كانت 

( )
2 2

2

1
( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) 2( )
( 1)( )

1

2 ( 1)

x x
u x v x u x v x xf x

xv x

x

x x

+ −
′ ′−

′ = =
+

− +
=

+

  

، تذكّر أولاًّ أنّ ميل هذا aالتي فاصلها  Aفي النقطة  fCللخطّ البياني  للمماسمعادلة  تعيينل ����
)المماس يساوي  )f a′ لة الصيغة ، فلمعادلته المختز( )y f a x b′= وهذا  A، ثُمّ تذكّر أنّه يمرّ بالنقطة +

 .bما يسمح بتعيين 

  
)3الخطّ البياني للتابع  Cليكن  ) 1f x x= . إنّ 2التي فاصلتها  Cالنقطة من  Aولتكن  ،+
(2)2ولدينا  2اشتقاقي عند  تابعٌ  fالتابع  3 (2) 12f ′ = ×  C البيّاني. إذن هناك مماس للخطّ =

12y، ولمعادلته الصيغة 2في النقطة التي فاصلتها  x b= . يمر هذا المماس بالنقطة التي +
,2)إحداثيّاتها  (2))f  9 . إذن(2,9)أي 12 2 b= × 15b، أو + = ، فمعادلة المماس −

12المطلوب هي  15y x= −.  

  .أخطاء يجب تجنّبها 

)التابع  إنّ مشتق � )x f ax b+֏ هو( )x af ax b′ »فلا تنسَ المقدار ֏+ »a .  

 . ن أنّ التوابع تقبل الاشتقاق على مجموعة تعريفهان لا تظ �

  

xالتابع  x֏  0، ولكنّه ليس اشتقاقيّاً عند 0معرّف عند.   
  

 مثال

 مثال

 مثال
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�������������������� 

  إنشاءُ مُماسات هندسيّاً  

y=2حالة القطع المُكافئ  � x  

2yالقطع المُكافئ الذي مُعادلته  Pليكن  x=  في مَعْلَم متجانس( ), ,O i j
� �

 P ما من نقطة A. ولتكن 

0aو aفاصلتها   :الآتيةنتبع الخطوات  Pللقطع  A. لإنشاء المماس في ≠
  على محور التراتيب. A للنقطة Hنُنشئ المسقط القائم  ����
  .Oبالنسبة إلى  Hنظيرة النقطة  Iنُنشئ  ����
)نرسم المستقيم   )IA  فيكون المماس فيA قطع للP.  

  علّل صحّة هذا الإنشاء.

y=2 حالة القطع المُكافئ � ax bx c+ +  

)2بالعلاقة  ℝالتابع المعرّف على  fليكن  )f x ax bx c= + 0aو + الخطّ البياني  Cكن . ولي≠
) في مَعْلَم متجانس fللتابع  ), ,O i j

� �

اهما فاصلت Cنقطتان كيفيّتان من الخطّ البياني  Bو A. ولتكن 

α وβ الترتيب. نفترض أنّ بα β≠.  
)يكون موازياً للمستقيم  Cأثبت أنّه يوجد مماس وحيد للخط البياني  .1 )AB وأنّ فاصلة نقطة التماس ،

 .Bو Aفقة هي المتوسط الحسابي لفاصلتي النقطتين الموا

 في نقطة منه. Cاستنتج إنشاءً هندسيّاً للمماس للخط البياني  .2

2أنشئ فعليّاً المماسات للخطّ البياني الذي معادلته  .3 3y x= −  1و −1في النقاط التي فواصلها  +
 .2و

1حالة القطع الزائد  �
=y
x

  

1القطع الزائد الذي معادلته  Hيكن ل
y

x
)م متجانس في مَعْلَ  = ), ,O i j

� �

 Hنقطة من  M. ولتكن 

0aمع  aفاصلتها  ≠.  
 .Mفي  Hمعادلة المماس للخط البياني  اكتب .1

 نقطتي تقاطع هذا المماس مع محور الفواصل ومحور التراتيب. Bو Aإحداثيات  احسب .2

ABهي منتصف القطعة  Mأثبت أنّ  .3 
 .ثُمّ اسم شكلاً يوضّح ما أثبتّه . 

 في نقطة منه. Hلمماس للخط البياني  هندسيّ ال نشاءطريقة الإنتج است .4

 1 نشاط
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  الوضع النسبي لخط بياني ومماساته 

 معادلتاهما 2Cو 1Cبوجه عام، تعيين الوضع النسبي لمنحنيين 

1( )y f x= 2و( )y f x=  بالترتيب. هو إيجاد مجالات أعظمية من حيث
1نقول إنّ النقطة  ، إذْ 2Cفوق  1Cطولها، يكون عليها  1( , )M x y  1منC 

2تقع فوق النقطة 2( , )M x y  2منC  1عندما 2y y≥ .  
1التي تُحقّق  xإذن تؤول المسألة إلى إيجاد مجموعة قيم  2( ) ( )f x f x≥.  

  كافئ والمماساتالقطع الم �

2yالقطع المُكافئ الذي مُعادلته  P ليكن x=  في مَعْلَم متجانس( ); ,O i j
�  Pنقطة ما من M. ولتكن �

0aو aفاصلتها ≠ . 

 .Mفي  Pللقطع  aTاكتب معادلة للمماس  .1

 تؤول إلى حلّ المتراجحة aTبالنسبة إلى  Pأثبت أنّ دراسة وضع القطع  .2

2 22 0x ax a− + ≤  
ل    بالنسبة إلى المتحوx. 

 يقع فوق جميع مُماساته. Pأثبت أنّ القطع  .3

y=3 الخطّ البياني الذي معادلته � x  

3yالخط البياني الذي مُعادلته  Cليكن x= ولتكن ،M نقطة ما منC فاصلتهاa . 

 .Mفي  Pللقطع  aTاكتب معادلة للمماس  .1

 تؤول إلى حلّ المتراجحة aT بالنسبة إلى Cأثبت أنّ دراسة وضع  .2

    3 2 33 2 0x a x a− + ≤  (1)  
ل    بالنسبة إلى المتحوx.  

3أثبت أنّ  � .3 2 3 2 23 2 ( )( 2 )x a x a x a x ax a− + = − + −. 

  .(1)حل المتراجحة  aاستنتج تِبعاً لقيم  �  
  .aTة إلى بالنسب Cوضع الخط البياني  aاستنتج تِبعاً لقيم  �  

 2 نشاط

1C

2C

x

1
y

2
y

1
M

2
M
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            ��	
�� 	����  
  

وحسابه في كل من الحالات  aعند  fتعريف العدد المشتق، لإثبات وجود مشتق التابع  عملاست 
  .الآتية

2

3

3

1
( ) , 1 ( ) 2 3, 3

( ) 2 , 2 ( ) 5 3, 2

1
( ) 2 6 , ( ) , 0

1
2

( ) , 0 ( ) 1,

f x a f x x a
x

f x x p a f x x x a

f x x x a f x a
x

f x a f x x a
x

= = = − + =

= + = = − + =

= − ∈ = =
−

= ≠ = + ∈

ℝ

ℝ

� �

� 

� �

� �

  

 
. تأمّل fنجد في الشكل المجاور الخط البياني لتابع اشتقاقي  

  .يأتيالشكل، واملأ الفراغات فيما 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 , 0

2 , 2

1 , 1

f f

f f

f f

′= =

′= =

′= =

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

  

  .aفي النقطة التي فاصلتها  fمعادلة للمماس للخطّ البياني للتابع المعطى  اكتب 

2

3

2

1
( ) , 4 ( ) 4, 1

( ) 2 , 3 ( ) 5 3, 2

1
( ) 4 , 2 ( ) , 0

1
1

( ) , ( ) 1, 1

f x a f x x a
x

f x x p a f x x x a

f x x x a f x a
x

f x x x a f x a
x

= = = − + =

= + = = − + =

= + = = =
−

= + ∈ = + =ℝ

� �

� 

� �

� �

  

  ه المشتق.تابع احسب، و Dاشتقاقي على المجموعة  fأنّ التابع المعطى  يأتيفيما  أثبت 

2

2

: 4,

: 3,

: 2 2,

2
: , \{0}

f x x D

f x x D

f x x x D

f x D
x

− + =

+ =

− + =

=

֏ ℝ

֏ ℝ

֏ ℝ

֏ ℝ

�

�



�

  

  

x

y

1

1
2−

O



  

67  

)المشتقّات يأتي احسب فيما   )f x′ أو( )f t′ أو( )f u′ ناً المجموعة التي تكون عليها حساباتكمبي ،
  صحيحة.

( ) ( )( )

2 3 2

5 2

2

2

( ) 3 ( ) 5 4 9 5

4
( ) ( )

5 2

( ) 1 ( ) 2 3 5 1

( ) 2 cos ( ) sin

f x x x f x x x x

t x
f t f x x

f u u f u u u

f x x x f t t t

= + π = − + − −

= = − +

= + = + +

= − + =

� �

� 

� �

� �

  

  بالعلاقة ℝالتابع المعرّف على  fليكن  
3 2( ) 3 7 8 5f x x x x= − + −  

  يقبل مماسات عند كل نقطة من نقاطه. fأثبت أنّ الخطّ البياني للتابع  �
  مماسات توازي محور الفواصل؟ fأَيقبل الخطّ البياني للتابع  �
)المشتقّات يأتياحسب فيما   )f x′.ناً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحةمبي ،  

( )

3

2

2

2 2

2

2 4 2
( ) , ( ) ,

3 5 5
4 7 1 2

( ) ( )
2

1 1 2
( ) ( )

22 1

sin 1
( ) ( ) 4 1

4

f x f x
x xx
x x

f x f x
xx

x
f x f x

xx x

x
f x f x x

xx

= = − +
−
+ −

= =
−
−

= + =
+−

= = − +
−

� �

� 

� �

� �

  

بالعلاقة  ℝالتابع المعرّف على  fليكن  
2

3
( )

1

x
f x

x
=

+
  

)واحسب  ℝاشتقاقي على  fأثبت أنّ  � )f x′.  
  .fللخط البياني للتابع  aأوجد معادلة للمماس في النقطة التي فاصلتها  �

,التابع المعرّف على  fليكن  
2 2

I
π π = −  

  بالعلاقة 
sin

( ) tan
cos

x
f x x

x
= =  

) واحسب Iاشتقاقي على  fأثبت أنّ  )f x′ ق أنّه مهما تكنوتحق .x  منI يكن  
2( ) 1 ( )f x f x′ = +  
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   لنتعلمّ البحث معاً 

 ����� ��� ��	� ����   

خطّه البياني في مَعْلَم متجانس. نفترض  Cتابعاً كثير الحدود من الدرجة الثانية، وليكن  fليكن 
)أنّ النقطة  )1,6A  تقع علىC  ّالمماس  وأنT  للخط البيانيC  2في النقطة التي فاصلتها 

10يوازي المستقيم الذي معادلته  5y x= )وأخيراً أنّ  − )2 13f =.  

  في حال وجوده. fين التابع ع

  نحو الحلّ   ��

)يتعيّن كثير الحدود بمعرفة مُعاملاته. نفكر إذن بكتابة    ���� ) 2xf ax bx c= +  bو aوالأعداد  +
كان تعيين هذه المُعاملات كي تتحقّق الشروط المُعلن أعداد حقيقيّة. نريد معرفة إذا كان بالإم cو

  عنها في نص التمرين.
 :الخاصتين الآتيتينعلّل صحة  .1

)يُكافئ  Aبالنقطة  Cيمرّ  � )1 6f =. 

10ي معادلتهالمستقيمَ الذ Tيوازي المماسُ  � 5y x= )يُكافئ − )2 10f ′ =. 

 ؟يأتي تُحقّق ما  cو bو a: أَتوجد أعداد نّ المسألة المطروحة تُكافئأثبت أ .2

4 10

6

4 2 13

a b

a b c

a b c

 + = + + =
 + + =

 

مُعتاداً على حل جمل معادلات مثل هذه، ولكنّ المعادلة الأولى لا تضم إلاّ مجهولين، فهي  لستَ   ����
  . aبدلالة  bتتيح لنا مثلاً التعبير عن 

 تحقّق أنّ جملة المعادلات السابقة تُكافئ .1

10 4

3 4

4 7

b a

a c

a c

 = −− + = −
− + = −

 

 ؟ ماذا تستنتج؟bثُمّ استنتج  cو aاحسب  .2

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 
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 � �!� "	
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]التابع المعرّف على  fليكن  1بالعلاقة،  ∞+,0]
( ) 2 1

3
f x x

x
= + +

+
) احسب . )f x′ 

  التي تكون عندها الحسابات صحيحة. xن مجموعة قيم ي عو 
  نحو الحلّ   ��

)موع تابعين مج صيغةب f التابع . يظهرالمعطىلنتأمّل صيغة التابع    ���� ) 2 1u x x= +  

1و
( )

3
v x

x
=

+
,0] معرّفين على  [+∞.  

,0]اشتقاقيين على  vو uفي حال كون التابعين  )فأي مبرهنة تفيدك في حساب  ∞+] )f x′؟ 

  ، ولهذا نستفيد من مبرهنات الاشتقاق. vبدلالة  uعلينا إذن دراسة قابليّة اشتقاق التابعين   ����
[اشتقاقيٌ على  uأثبت أنّ  .1 [1,− 1xحالة  وأنّه في ∞+ >  لدينا −

1
( )

1
u x

x
′ =

+
 

[اشتقاقي على v أثبت أنّ  .2 [ ] [, 3 3,−∞ − ∪ − 3xوإذا كان  ∞− ≠  كان −

2

1
( )

( 3)
v x

x

−
′ =

+
  

)أنجز حساب  .3 )f x′. 

  جزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.أن 

  &' (	��� ��)�� (*	!� 	+	,!� -�	��   

) في مَعلَم متجانس ), ,O i j
� � ،C هو الخط البياني للتابع 

2

: 2 3
2

x
f x x−  هي A، و֏+

)نقطة إحداثيّاتها  )1, 1−.  

 ن المماسات للخط البياني عيC  التي تمر بالنقطةA .في حال وجودها  

  نحو الحلّ   ��

  يفيدنا الرسم في توقّع النتيجة.   ����
 .Aوضع النقط  Cابدأ برسم الخطّ البياني  .1

 ؟ C على Aأَتقع النقطة .2

 ؟C للخط البياني Aبرأيك، ما عدد المماسات المارّة بالنقطة .3

 C التي يمر المماس عندها للمنحني Cمن  Mن النقطة أو النقاط في الحقيقة، علينا إذن تعيي  ����
  . m اصلتهاتكفي معرفة ف Cعلى  M. لتعيين نقطة Aبالنقطة
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 .Cللمنحني  Mعند النقطة  mTمعادلة المماس  mبدلالة  اكتب .1

2«يُكافئ   »Aيمرّ بالنقطة  mT«أثبت أنّ  .2 2 4 0m m− − =«. 

 تجد؟  mTحل هذه المعادلة. كم مُماساً  .3

 ، ورسم المماسات.Cالتي وجدتها على  Mأنجز العمل، بتوضيع النقاط  .4

  .سليمة بلغةٍ واكتبه الحلّ  أنجزِ 

 ./���	�� �0�' ��1�!� 	+	,!�   

)في مَعلَم متجانس نتأمّل ), ,O i j
�   للتابعين gCو fC، الخطّان البيانيّان �

2:f x x֏  1 و
:g x

x
֏.  

  ماسات المشتركة لهذين الخطين البيانييْن في حال وجودها.ين المع
  نحو الحلّ   ��

ين. إنّه مستقيم يمس في آن معاً الخطّ قول: مُماسٌ مشتركٌ لخَطين بياني العلينا أولاًّ فهم معنى    ����
  مختلفتين. Bو A. وبوجه عام تكون النقطتان Bفي gC، والخطّ البياني Aفي  fCالبياني 

)في المَعْلَم  gCو fCابدأ برسم الخطيْن البيانييْن  .1 ), ,O i j
� �

. 

 حاول إنشاء مماس مشترك، أَترى مماساً واحداً أم أكثر؟ .2

نعرف كيف نكتب معادلة مماس لخطّ بياني في نقطة معروفة فاصلتها، منه تأتينا فكرة اتباع   ����
   الآتيةالخطوات 

 .a في نقطة فاصلتها كيفيّة fCللمنحني  ∆aنكتب معادلة مُماس  �

)،bفي نقطة فاصلتها كيفيّة  gCللمنحني  ∆bنكتب معادلة مُماس  � )0b ≠. 

 .∆bو ∆aكي ينطبق المماسان  bو aبحث إذا كان بالإمكان تعيين ن �

 .aفي نقطة فاصلتها كيفيّة fCللمنحني  ∆aمعادلة مُماس  اكتب .1

)، bفي نقطة فاصلتها كيفيّة gCللمنحني  ∆bمعادلة مُماس  اكتب .2 )0b ≠. 

يُحققان الشرطين  bو a عددين يُكافئ وجود ∆bو ∆aاستنتج أن انطباق المماسين .3
22 1 /a b= 2و − 2 /a b−  .bو a. ثُم استنتج قيم =

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

  23	45� ��)6 (��	� !� 	+	,!�   

) نتأمّل، في مَعلَم متجانس ), ,O i j
� 2yالذي مُعادلته  P، القطع المُكافئ � x=. ين مجموعة ع

  .Pالتي يمكن أن نُنشئ منها مماسين متعامدين للقطع  Mالنقاط 
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  نحو الحلّ   ��

بأنّه يمكن  Eإلى  Mإلى مجموعة النقاط التي نبحث عنها. يُترجم انتماء النقطة  Eز بالرمز لنرم   ����
إحداثياتها  Eهي نقطة من  0Mرض أنّ . لنفتPمماسين متعامدين للقطع Mأن ننشئ من 

( )0 0,x y 0، ولنستنتج انطلاقاً من هذا الشروط علىx 0وyاستناداً إلى الفرْض يمر مماسان . T 
Tو Pو P. لنرمز بالرمزين0Mبالنقطة Pللقطع  ′  aنقطتي التماس، ولنرمز بالرمزين  إلى ′
  إلى فاصلتيهما. cو
22yأثبت أنّ  .1 ax a=  .Tهي معادلة للمماس  −

2يُترجم بالعلاقة :  Tإلى  0Mأثبت أنّ انتماء  .2
0 01) 2 0( a x a y− + = . 

22yد وضوحاً، أنّ وبأسلوب مُماثل، نج cx c= Tهي مُعادلة للمماس  −  0M، وأنّ انتماء ′
T إلى 2يُترجم بالعلاقة :  ′

0 02) 2 0( c x c y− + =. 

Tو Tبقي أن نُترجم خاصة تعامد المماسين   ���� dو d. تعلم أنّه إذا كان ′ مستقيمين معادلتيهما  ′
y mx p= yو + m x p′ ′ ′= dو dالترتيب، يُكافئ تعامدُ المستقيمين ب + الشرطَ  ′

1m m ′⋅ =   وهي خاصة سنعود إليها لاحقاً.    −
(13أثبت أنّ  .1 4( ac = −. 

0أنّ  (3)و (2)و (1)استنتج من العلاقات  .2

1

4
y = تنتمي إلى مستقيم  0M، ومن ثَمّ أنّ −

1معادلته  ∆ثابت 

4
y = −. 

، وبقي أن نجيب عن السؤال ∆إلى المستقيم  Mانتمت  Eنقطة من  Mأثبتنا أنّه إذا كانت    ����
فهل نستطيع أن ننشئ منها مماسين متعامدين للقطع  ∆نقطة من المستقيم  M: إذا كانت تيالآ
P ؟  
  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ ثم  الإجابة عن هذا السؤال هي نعم،برهن أنّ  

 

 .-+��8 9�:  

)نتأمّل، في مَعلَم متجانس ), ,O i j
� 21الذي مُعادلته  C، الخطّ البياني �

4
y x= والنقطة .F  التي

)إحداثيّاتها   1Mفي نقطتين  C الخط البياني mوميله  Fمار بالنقطة  d. يقطع مستقيم 0,1(
  .Iبالنقطة  Cللمنحني  2Mو 1M. ويتقاطع المماسان في 2Mو
  .F حول dعندما يتحوّل المستقيم  Iالذي ترسمه النقاط  E ين المحلّ الهندسيع
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  نحو الحلّ   ��

 dنتيقّن أنّ  dوعدد من المستقيمات  Cبعد رسم الخط البياني    ����
 Iفي نقطتين.  كما يبدو أنّ النقاط  Cالبياني يقطع دوماً الخطّ 

تقع على استقامة واحدة أي إنها تقع دوماً على المستقيم نفسه. 
اللتين  2Mو 1Mفاصلتي النقطتين  Iتتبع إحداثيات النقطة 
، علينا أولاًّ 2xو 1x تعيين. ول2xو 1xنرمز إليهما بالرمزين 

  . d معادلة المستقيم تعيين
1yتيقّن أنّ  .1 mx=  .dهي معادلة  +

2في حال وجودهما هما جذرا المعادلة 2xو 1xأثبت أنّ  .2 4 4 0x mx− − . أثبت أنّ لهذه =
  المعادلة دوماً جذران مختلفان.

، ولتحقيق ذلك علينا البحث عن نقطة تقاطع Iإحداثيي النقطة  2xو 1xبقي أن نحسب، بدلالة   ����
  طعهما.، في حال تقاCللخط البياني  2Mو 1Mالمماسين في 

معادلة  2xبدلالة  اكتب، وكذلك Cللخط البياني  1Mمعادلة للمماس في  1x، بدلالة اكتب .1
 .Cللخط البياني  2Mللمماس في 

 لماذا يتقاطع هذان المماسان؟ .2

)هي  Iاستنتج أنّ إحداثيات النقطة  .3 )1 2 1 2,
2 4

x x x x+. 

الذي معادلته  ∆طة من المستقيم هي نق Iوبين أنّ  mبدلالة  Iإحداثيّات النقطة  احسب .4
1y = −. 

نجيب عن السؤال  ، وبقي أن∆إلى المستقيم  Iانتمت  Eنقطة من  Iأثبتنا أنّه إذا كانت    ����
  ؟ Eفهل هي نقطة من  ∆نقطة من المستقيم  Iالتالي: إذا كانت 

   .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ ثم  برهن أنّ الإجابة عن هذا السؤال هي نعم، 

   قُدُماً إلى الأمام
  

  بالعلاقة ℝالتابع المعرّف على  fليكن  
3 2( ) 3 3 4f x x x x= − + +  

  يقبل مماسات عند كل نقطة من نقاطه. fللتابع  fCأثبت أنّ الخطّ البياني  1.

)حل المعادلة   2. ) 0f x′   ، عبر عن النتيجة هندسيّاً.=

  .3التي يساوي ميل المماس عندها  fCفواصل نقاط المنحني  عيّن  3.

1M

2M

I

1M

1M

2M

2M

I I

x

y

F

1

1
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7أَيمكن أن يكون المستقيم الذي معادلته   9y x= مماساً للمنحني الذي معادلته  +
3 4 11y x x= +   عين نقاط التماس.  »نعم«؟ إذا كان جوابك : +

)عين المماسات التي تمر بالنقطة   )1,2A 22:  للخط البياني للتابع
: 3 1

3
f x x x+ −֏.  

2yالمستقيم الذي معادلته  dليكن  x= . نرغب 0التي فاصلتها  dالنقطة من  A، ولتكن +
2yالتي معادلاتها  Pبتعيين جميع القطوع المُكافئة  ax bx c= + 0aمع  + والتي تمس  ≠

  .Aفي  dالمستقيم 
2أثبت أنّ لكل واحد من هذه القطوع المكافئة معادلةً من الشكل  1. 2y ax x= + 0a، مع + ≠.  
.2a.  لتكن( )0 0,x y  إحداثيّات رأس القطع المُكافئP 0. أوجد علاقة تربطx 0وy  ولا تحويa.  
b.  بت أنّ رؤوس القطوع المُكافئة أثP .تقع على منحن ثابت، يطلب تعيين معادلته  
)ليمر بالنقطة bو aالأعداد الحقيقيّة  عيّن  )2,0A ي للتابع الخط البيانf المعرّف على∗ℝ 

6بالعلاقة 
( )f x ax b

x
= + 2المستقيم الذي معادلته  A، ويقبل مُماساً في − 0y x− + =.  

)كي يقبل المنحني الذي معادلته  mعين   ) ( )21 3 2 4y m x m x= − + +  6مماساً ميله  +
  .−1في النقطة التي فاصلتها 

)بالنقطتين أَيوجد تابع كثير الحدود من الدرجة الثالثة، يمرّ خطّه البياني   )0,0A و( )1,1B ،
  ويقبل عند هاتين النقطتين مماسات توازي محور الفواصل.

) المشتقّاتيأتي احسب فيما   )f x′ ّناً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحة، ثُمن  ، مبيعي
)إشارة  )f x′  تِبعاً لقيمx.  

2

4 2

2 2

2

2 2

2 2

3 2
( ) 1, ( ) , ( ) 1 ,

2 3

2 6 1 2
( ) , ( ) , ( ) 1,

1 1
2 3 2

( ) , ( ) ,
( 1) 5 6

x x
f x x x f x f x x

x x

x x x x
f x f x f x x

x xx x

x x x x
f x f x

x x x

 − = + + = = + −  − + 

+ + + −
= = = + −

− + +
− + +

= =
+ − +

 � �

� � �

� �

  

fالمشتقّات يأتياحسب فيما     ، مبيناً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحة، ′

( )

2

2

2
( ) 1 3 , ( ) 1 ,

1

( ) 1 , ( ) ,

1 1
( ) , ( ) ,

3

x
f x x x f x x

x

f x x f x x x

x
f x x f x

x x

= − − = + −
+

= + =

−
= =

+

� �

� 

� �
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2yهو القطع المُكافئ الذي معادلته  Pفي مَعْلَم متجانس،   x=و ،d  هو المستقيم الذي
1معادلته 

4
y = )النقطة التي إحداثياتها  F، و− )1

4
0, .  

  . tالتي فاصلتها  Mفي النقطة  Pللقطع  Tمعادلة للمماس  اكتب .1
]هو محور القطعة المستقيمة  T. أثبت أنّ dعلى  Mمسقط القائم للنقطة ال Hليكن  .2 ]HF.  
)2كثير الحدود:  تابعال fليكن   )f x ax bx c= + ) حيث + 0)a الخط البياني  C، وليكن ≠

s حيث tو sفاصلتاهما  Cنقطتين من  Bو Aفي مَعْلَم متجانس. ولتكن  fللتابع  t≠.  
� a.  أثبت أنّ معادلة المماس فيA  للمنحنيC  2)2هي )y as b x as c= + − +.  

.b بأسلوب مماثل معادلة المماس في  اكتبB  للمنحنيC.  
أثبت أنّ المماسان السابقان يتقاطعان في نقطة فاصلتها  �

2

t s+.  
 .a  ّأثبت أن( ) ( )2

( ) ( ) t sf t f s t s f +′− = −.  
b.  استنتج أنّ المماس للمنحنيC في النقطة التي فاصلتها

2

t s+  يوازي( )AB.  

 
الذي معادلته  Pنتأمّل، في مَعْلَم متجانس، القطع المُكافئ  
2y x= ليكن .a عدداً حقيقيّاً وad  المستقيم الذي معادلته

x a= يقطع المستقيم .ad  القطعP  فيaM فنرسم ،a∆  نظير
أثبت أنّ  .Pللقطع  aMبالنسبة إلى المماس في  adالمستقيم 

  )محرق.النسمّيها ( .Fطة ثابتة تمر بنق ∆aجميع المستقيمات 

2yالذي معادلته  Pنتأمّل، في مَعْلَم متجانس، القطع المُكافئ   x=و ،F  هي النقطة التي
)إحداثيّاتها  )1

4
مستقيماً  dنقطة من محور الفواصل، فاصلتها غير معدومة، وليكن  M. لتكن ,0

  متكافئتان: تيتينالآأثبت أنّ الخاصّتين  .Mمارّاً بالنقطة 
  في نقطة فاصلتها غير معدومة Pيمس القطع  dالمستقيم  ����
)عمودي على المستقيم  dالمستقيم  ���� )FM.  

 
الذي معادلته  Pنتأمّل، في مَعْلَم متجانس، القطع المُكافئ  
2y x= لتكن .M  نقطة منP  فاصلتها غير معدومة، وليكن

T  المماس للقطعP  فيMالمستقيم المار بالنقطة  ∆، و
M عموديّاً علىT نعرّف النقطة .I  نقطة تقاطع المستقيم∆ 

على  Mسقط القائم للنقطة الم Kمع محور التراتيب، والنقطة 
  المحور نفسه. 

  .Pعلى  Mيبقى ثابتاً عندما تتحوّل النقطة  IKأثبت أنّ الطول   

ad

a∆
aM

ad

a∆
aM

C

M

T

I∆

K

1

P
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  تطبيقات �شـتقاق
  

  
 � �������	
�� �� �������� ً����  

       ������� ��( )= 0f x   
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إيجاد أكبر قيمة أو أصغر قيمة احياً) ونريد  أشـياء متغيرةنتعامل في حياتنا اليومية مع 

  :لتكون بشكلها الأمثل تامٔل الأسـئ4 الاتٓية اله
  ما أقل تكلفة ممكنة لإنجاز مشروع معين؟ ما أكبر فائدة ممكنة لإنتاج آ@ معينة؟

  ما أكبر سعة ممكنة لخزان ماء يمكن صنعه من صفيحة معدنية معلومة الأبعاد.
  ما أبعاد )فذة مسـتطي4 الشكل تسمح ٕ_خال أكبر كمية من الإضاءة إذا علم محيطها  

      لى:كيف تحدد الأبعاد وبدقة لتحصل ع
واqة عتبة ضعيفة الميل تجعل تسلقّ عر_ت  •

        سهلاً. لهانقل البضائع 
    

سلم يمكن أن تصل حافته العليا لواqة  أقصر •
المنزل ومرتكزة حافته السفلى على الأرض خارج 

              الحائط.

ونحتاج رسم شكل هندسي داخل شكل اخٓر  •
لشكل، مثلاً لحساب أكبر معرفة أبعاد هذا ا

    ازي أضلاع ضمن مثلث معلوم.مساحة لمتو 
    
معرفة وضع مجسم داخل مجسم اخٓر ونحتاج  •

لحساب أكبر حجم �روط  ا�سمأبعاد هذا 
كرة نصف قطرها معلوم). هذه المسائل  داخل

وغيرها الكثير تطبيقات حياتية مباشرة لمفهوم 
  .القيم الحدية لتابع

 قليدسإمسألة 
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������� 	��
��  

  نطلاقة نشطةا 

  تابعٍ اشتقاقي ما وإشارة تابعه المشتق. اطرادكشاف الصلة بين استلى إ هذه الانطلاقةتهدف 

1111������� �	
�� .    

 يكون له على الأقلّ مماساً ميله سالب. على أن Cتماماً  تابع متزايدلاً يبيانخطاً أن ترسم حاول  �

) قيحقّ و  Iعلى مجالٍ  تماماً واشتقاقي  تزايدٌ م fتابع  أَيوجدبرأيك،  � ) 0f a′  ؟Iمن  aعند نقطةٍ  >

 يكون له على الأقلّ مماساً ميله موجب. على Cتماماً  تابع متناقصاً لاً يبيانخطاً  حاول أن ترسم �

) قحقّ على مجالٍ وي ي شتقاقاتماماً و  متناقصٌ  fتابع  أَيوجدبرأيك،  � ) 0f a′  ؟همن aقطةٍ عند ن <

2222�� ��� �	�������� �������� ���ّ !� ������� .    

  نقطة من هذا المجال مختلفة عن طرفيه. a، ولتكن Iتابعاً اشتقاقياً ومتزايداً على مجالٍ  fليكن 
aالعدد  على أن ينتميعدداً حقيقياً  hليكن  � h+ المجال  إلىI بين. قارن ( )f a و( )f a h+  في

0h  الحالتين 0hو  < <. 

)ليكن  � )t h  لتابع امعدّل تغيّرf  بين النقطتينa وa h+  نسبة تغيّر التابع)( ) ( )f a h f a+ − 
   .)hإلى تغيّر المتحوّل 

)استنتج أنّ  � )t h  .ولمّا كانموجبٌ أو معدوم f على المجال  اً اشتقاقيّ  اً تابعI كان 

0
( ) lim ( )

h
f a t h

→
′ ). لنبرهن أنّ = ) 0f a′ ≥. 

 لمّا كان  �
0

( ) lim ( )
h

f a t h
→

′ )معدّل التغيّراستنتجنا أنّ  = )t h  يكون
)قريباً من  )f a′  عندما يكونh  ،إذا افترضنا أنّ فقريباً من الصفر
( ) 0f a′ )قريبة من الصفر يكون عندها  hقيمة  ناوجد > ) 0t h  �ناقض نتيجة وهذا ي ،>

)إذن  )f a′  ٌم.أو معدو  موجبٌ  عدد  
fإشارة التابع المشتق  أعطِ  �  .Iعلى المجال  ′

fابع المشتق إشارة الت ،مثل، بالعيّن. Iالآن، تابعاً اشتقاقياً ومتناقصاً تماماً على  تأمّللن �   .Iعلى  ′

  1    خاصّة  
تابعٌ مشتقٌ إشارته ثابتة على هذا  Iلكلّ تابعٍ اشتقاقي ومطّرد (متزايد أو متناقص) على مجالٍ 

  المجال.

( )f a′ ( )t h 0
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3"#$�� ��%�� .  
على أي من المجالات يكون تابعٌ ما متزايداً أو متناقصاً. بقولٍ  من الناحية العمليّة، نريد أن نحدد

fوكانت إشارة تابعه المشتق  Iتابعاً اشتقاقياً على مجالٍ  fآخر، إذا كان  ثابتة على هذا المجال،  ′
  تابعاً مطرداً على هذا المجال ؟ fفهل يكون 

  .التوابع الآتية تأمّل �
2

3 2

: : 2 : 2 1

: :

f x x f x x f x x

f x x f x x

− + +

−

֏ ֏ ֏

֏ ֏

� � �

� �
  

  الموافق. الاطرادوبيّن جدول  هامن كل  اطراد جهةاذكر  �
fعيّن المشتق  � )السابقة وادرس إشارة  fلكلّ من التوابع  ′ )f x′.  
fيكون متزايداً عندما يكون مشتقّه  fأنّ  ،حالة من الحالات السابقة في كل يقّن، ت � موجباً  ′

fويكون متناقصاً عندما يكون مشتقّه    سالباً. ′
:2ليكن التابع  � 4 4f x x x− +֏  

)وعيّن  ℝاشتقاقي على  fأنّ  يّنب � )f x′. 

fبيّن أنّ إشارة  � [سالبة على المجال  ′  وموجبة خارجه. ∞−]2,

)عند نقطة  fبيّن أنّ معادلة المماس لمنحني التابع  � , ( ))a f a تكتب بالشكل  
2(2 4) 4y a x a= − − +  

عند النقاط الموافقة  fرسمنا في الشكل المبيّن أدناه مجموعة المستقيمات المماسة لمنحني التابع  	
,1للقيم  0.8, 0.6, 0.4, , 0, 0.2, 0.4, , 4− − − − … ….  

  
fلاحظ حزمة المماسات: كيف تبدو العلاقة بين إشارة  ]على المجال  fالتابع  اطرادو  ′ 1,   ؟ −[4

  2   خاصّة  
  يأتي.يتحقّق ما  Iاشتقاقي على مجالٍ  fبع يتبيّن لنا من الأمثلة السابقة أنّه في حالة تا





0fإذا كان   ′  .Iمتزايداً تماماً على fكان  Iعلى  <





0fإذا كان   ′  .Iمتناقصاً تماماً على fكان  Iعلى  >
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  حديةوالقيم ال الاطرادوالمشتق     

.1.1.1.1.1.1.1.1 ���&� ���'  
  تقاقي وإشارة مشتقّه.تابعٍ اش اطرادتبيّن المبرهنة الآتية، التي نقبلها بدون برهان، العلاقة بين 

 
    1  مُبرهَنة

f، تابعه المشتقّ Iتابعاً اشتقاقياً على مجالٍ  fليكن ′.  


fإذا كان    fلنقاط التي قد ينعدم عندها) كان عدد منته من ا (باستثناء Iموجباً تماماً على  ′
 .Iمتزايداً تماماً على 


fإذا كان   f النقاط التي قد ينعدم عندها) كانعدد منته من (باستثناء  Iسالباً تماماً على  ′
 .Iمتناقصاً تماماً على 


fإذا كان    .Iثابتاً على  fكان  Iمعدوماً على  ′

 

f:3التابع   x x֏  اشتقاقي علىℝ  2ومشتقّه: 3f x x′ f. نلاحظ أنّ ֏ تابعٌ موجبٌ  ′
0xباستثناء  ℝتماماً على    .ℝمتزايداً تماماً على  fيكون التابع ، عليهحيث ينعدم. و  =

.2.1.2.1.2.1.2.1  (����)��*+  
) تكون القيمة « .Iعلى مجالٍ  f لتابعأكبر قيم اعرّفنا في كتاب الصف الأول الثانوي  )f a  قيمة كبرى

)إذا كان  aيضمّ النقطة  Iعلى مجالٍ  f للتابع ) ( )f x f a≤  أياً كانت النقطةx  من المجالI« .  
  

الممثل على المجال  f لتابعأكبر قيم افعلى سبيل المثال، 
[ 3, 4]I = ويبلغها عند النقطة  3.7 هيالشكل المجاور في  −

3x (3)(لأنّ  = 3.7f = .(  
] ولكن على المجال 2, 0[I ′ = )لدينا  − ) 2f x )و ≥ 1) 2f − = .

Iعلى المجال  f لتابعٍ أكبر قيم اأيْ إنّ  . نقول إذن إنّ 2هي  ′
1xيبلغها عند  fللتابع  محليّاً  كبرى قيمةٌ هي  2القيمة  = −.  

  
  

 مثال

3.7

y

2−
1−

1−

3−

2

x4321

1
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  تعريف

)القيمة  إنّ . نقول Iنقطة من  cولتكن  Iتابعاً معرّفاً على مجالٍ  fليكن  )M f c=  قيمة

Iإذا وُجِدَ مجالٌ مفتوحٌ  cعند النقطة  fللتابع  محليّاً  كبرى   ويحقق الشرط cيضمّ النقطة  ′
, ( ) ( )x I I f x f c′∀ ∈ ∩ ≤  

) ، إذ نقول إنّ القيمةf لتابعٍ  القيمة الصغرى محلياً ونعرّف بأسلوب مماثل،  )m f d=  قيمة

I، إذا وُجِدَ مجالٌ مفتوحٌ Iمن  dعند النقطة  fللتابع  صغرى محلياً  ويحقق  dيضمّ النقطة  ′
  الشرط

, ( ) ( )x I I f d f x′∀ ∈ ∩ ≤  
  

)ففي المثال السابق، نرى أنّ  2) 1f − = ] على المجال fهي قيمة صغرى للتابع  − 3, وأنّ  −[4
(2) 1f   .2عند النقطة  fهي قيمة صغرى محلياً للتابع  =

)نقول إنّ القيمةَ  )f a  ٌاً أو قيمة صغرى محلياً.محلي كبرىإذا كانت قيمة  محليّاً  حديةقيمة  

....3333.1.1.1.1  	+)�,-����  	+)�� �.����  

في  f لتابععلى ا راجحاً حداً مجموعة جزئيّة من مجموعة تعريفه. نسمّي  Dتابعاً ولتكن  fليكن   
  يحقق الشرط Mكلّ عدد  Dالمجموعة 

)كان  Dمن المجموعة  xأياً كان  )f x M≤   
  الشرطيحقق  mكلّ عدد  Dفي المجموعة  f لتابععن اقاصراً حداً وبالأسلوب نفسه نسمّي   

)كان  Dمن المجموعة  xأياً كان  )m f x≤   
  

، وتكون في Dعليه في راجح  حد (إن وُجِدت) هي  Dعلى المجموعة  fللتابع  الكبرىالقيمة   
  .Dلهذا التابع على المجموعة  أصغر الحدود الراجحةهذه الحالة 

عنه  حداً قاصراً (إن وُجِدت)  Dعلى المجموعة  fللتابع  الصغرىوكذلك الأمر، تكون القيمة   
  .Dلهذا التابع على المجموعة  أكبر الحدود القاصرةوتكون في هذه الحالة 
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    تكريساً للفهم 

 ضرورياً ؟ 1في المبرهنة » مجالٌ  I«أَكان الافتراض  

1لنتأمّل التابع 
:f x

x
  المعرّف والاشتقاقي على المجموعة  ֏

] , 0[ ]0, [D = −∞ ∪ +∞  
2فنرى أنّ التابع المشتق 

1
:f x

x
′  f. ولكنّ التابع Dسالبٌ تماماً على  ֏−

)لأنّ  Dليس متناقصاً تماماً على  1) (1)f f− متناقصٌ  f. نلاحظ هنا أنّ >
[تماماً على كل من المجالين  , ,0[و ∞−]0   كل على حِدَته. ∞+]

  محليّاً ؟ حديةالما الصلة بين مشتق التابع وقيمه  
، إذا كانت مختلفة عن طرفيهنقطة منه  cولتكن  Iتابعاً اشتقاقياً على مجالٍ  fفي الحقيقة، ليكن 

( )f c  لهذا التابع كان  اً محليّ  حديةقيمة( ) 0f c′ في هذه الحالة  f. أي يكون للخطّ البياني للتابع ♣♣♣♣=
)مماسٌ أفقي عند النقطة  , ( ))c f c .  

)بالمقابل، يمكن أن يكون  ) 0f d′ )دون أن تكون القيمة  = )f d  ًةحديّ قيمة 
)3. فمثلاً، التابع fمحليّاً للتابع  )f x x=  (0)يحقق 0f ′ دون أن تكون  =

(0)القيمة  0f   . اً محليّ  ةحديّ قيمةً  =

  ؟ لتابع اشتقاقي حديةال قيمالالبحث عن  يجريكيف   

  

3 الآتي fالتابع  اطرادادرس  2: 3 9 5f x x x x+ −   محليّاً. ةحديّ ثُمّ بيّن إذا كانت له قيمٌ  ֏−

لة إشارة بدلا fالتابع  اطرادم جدول ظ نَ المحليّة نُ  ةحديّ الوللبحث عن قيمه  fالتابع  اطرادلدراسة 
  مشتقّه.

  
  كان ℝمن  xأيّاً كانت قيمة و . ℝتابعٌ كثير الحدود فهو اشتقاقي على  fالتابع 

2( ) 3( 2 3) 3( 1)( 3)f x x x x x′ = + − = − +  
f ينعدم إذن 3xعند  ′ = 1xو − = .  

                                                 

  ھذه مبرھنة سنقبلھا دون إثبات. ♣

 مثال

    الحل

O

y

x

O

y

x1

1
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fنستنتج من ذلك إشارة التابع المشتق    كما في الجدول الآتي ′
3 1

( ) 0 0

x

f x

−∞ − +∞

′ + − +
  

   يأتييمكننا أن نستنتج ما  1واستناداً إلى المبرهنة 

 ( ) 0f x′ [على المجال  < , 3[−∞ )و − 3) 0f ′ − متزايدٌ تماماً على المجال  fإذن  =

] , 3]−∞ −. 


 ( ) 0f x′ [على المجال  > ]متناقصٌ تماماً على المجال  fإذن  −]3,1 3,1]−. 


 ( ) 0f x′ ,1[على المجال < (1)و  ∞+] 0f ′ ,1]المجال متزايدٌ تماماً على  fإذن  = [+∞. 

  
   الاطرادهذه النتائج في جدول  نذلنعرض إ

3 1

( ) 0 0

( ) ( 3) (1)

x

f x

f x f f

−∞ − +∞

′

−ր ց ր

+ +−  

)يبيّن الجدول السابق أنّ القيمة  3) 22f − وأنّ  −3يبلغها عند النقطة  fمحلياً للتابع  كبرىهي قيمة  =
(1)القيمة  10f =   .1هي قيمة صغرى محلياً يبلغها عند النقطة  −

 
   تَدربْ 

  على المجال المعطى. للتوابع الآتيةمحلياً  حديةالقيم ال عيّن �
( )2

3 2

2

0, , ( ) 1

4
0, , ( ) 5

, ( ) 4 2 5 4

0,3 , ( )
3 1

I f x x x

I f x x
x

I f x x x x

x
I f x

x x

 = +∞ = − 

 = +∞ = − + 

= = − − −

 = =  + +

ℝ

�

�

�

�

  

  .في كل من الحالات الآتية Iالمعرّف على المجال  fلتابع اطراد اادرس  �

3 2

1, , ( ) 1

0, , ( )

, ( ) 5 3

1, , ( )
1

I f x x

I f x x x

I f x x x

x
I f x

x

 = − +∞ = + 
 = +∞ = 

= = −

 = +∞ =  −

ℝ

�

�

�

�
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)تمثل الخطوط البيانيّة � ), , ) أربعة توابع وتمثل الخطوط البيانيّة 	���, ), , مشتقّات هذه  ����������������,
  التوابع ولكن بترتيب مختلف. اقرن الخطّ البياني لكل تابع بالخط البياني لمشتقّه. 

  

     ������� ��( ) 0f x =   

)معادلات من النمط  ، حل عموماً لا نستطيع ، fفي حالة تابع معطى    ) 0f x . xمجهولها  =
cosxوهذه هي مثلاً حالة المعادلة  x=.  

لذلك نتوجّه إلى إيجاد قيم تقريبيّة لهذه الحلول عن طريق حصر هذه الحلول في مجالات يحوي كل منها 
ح المبرهنة )داً فقطوحلاً واح(حلاً  هذا الوضع، ونقبل بها دون برهان. ةالآتي. توض  

  

 
    2  مُبرهَنة

]تابعاً اشتقاقياً ومطّرداً تماماً على مجالٍ  f ليكن , ]a b إذا كان للقيمتين .( )f a و( )f b  إشارتين
)متعاكستين كان للمعادلة  ) 0f x [ حلاً وحيداً في المجال = , [a b.  

  

  
  
  

y

a

xb

( )f b

( )f a

y

( )f a

( )f b

b

xa

2
1−

�

2
1−

�

2

1−

�	

1−

1−

����

21−

����

2
1−

����

2
1−

����
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    تكريساً للفهم 

  ؟2 أهميّة فرضيات المبرهنةما  
)يعطي اختلاف إشارتي  )f a و( )f b  انطباعاً بوجود حلٍ للمعادلة( ) 0f x ]في المجال  = , ]a b ّولكن .

  هذا غير صحيح عموماً. 
)بالعلاقة  ℝتابعاً معرّفاً على  fفعلى سبيل المثال، ليكن  ) 1f x x= في  +

0xحالة  )و ≤ ) 1f x x= 0xفي حالة  − <.  
)فنرى أنّ للعددين  1)f إشارتين متعاكستين، ولكن لا توجد، وضوحاً،  f(1)و −

  .0عندها القيمة  fيأخذ التابع  ℝمن  xقيمة 
]اشتقاقي على المجال  f«تضمن الفرضيّة  , ]a b« لخط عدم انقطاع الخط البياني للتابع وبذا يقطع هذا ا

). وهذا يثبت وجود حل للمعادلة bو aمحور الفواصل في نقطةٍ واقعةٍ بين  ) 0f x = .  
]على المجال  fللتابع  التاموتنتج وحدانيّة الحل من فرضيّة الاطّراد  , ]a b في الواقع، إذا كانت .α  وβ 

]نقطتين مختلفتين من المجال  , ]a b فإمّا أن يكون ،( ) ( )f fα < β  أو( ) ( )f fα > β  وفي الحالتين يكون
( ) ( )f fα ≠ β لتابع ا يأخذ. وبذلك لا يمكن أنf  المجال قيمتين متساويتين عند نقطتين مختلفتين من

[ , ]a b  ه لا يمكن أن يكون للمعادلة إنّ أي( ) 0f x   أكثر من حل. =

 
)في إيجاد حل تقريبي للمعادلة  2لمبرهنة ا عمالستا ) 0f x =.  

3برهن أنّ للمعادلة  � 3 1 0x x− + ]حلاً وحيداً في المجال  = 1,1]−. 

 .0xيضمّ  −110مجالاً طوله  عيّنذا الحل. ه 0xليكن  �

)كي نثبت أنّ للمعادلة  ) 0f x ]حلاً وحيداً في المجال  = , ]a b  عندما يكون التابعf  ًاشتقاقيا
]على  , ]a b  يأتييمكننا أن نثبت ما:  


fللتابع   ]إشارة ثابتة على  ′ , ]a b  على الأكثر النقاط عدد منته منباستثناء.  


)للعددين   )f a و( )f b .إشارتان مختلفتان  

  
) الصيغةلمعادلة المقترحة ل � ) 0f x )3 وقد عرّفنا = ) 3 1f x x x= − هو تابع كثير  f. التابع +

)2، ومشتقه هو ℝالحدود، فهو اشتقاقيّ على  ) 3 3 3( 1)( 1)f x x x x′ = − = − . لندرس إذن إشارة +
  ولنلخص هذه الدراسة في جدول كما يأتي:ثلاثي الحدود 

  1 1

( ) 0 0

( ) 3 1

x

f x

f x

−∞ − +∞

′ + − +

−ր ց ր

  

 مثال

    الحل

y

x1
1−

1
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]متناقص تماماً في المجال  f، التابع إذن 1, 1]− ) ، والعددان+ 1)f متعاكسان بالإشارة،  f(1)و −
)، تقبل المعادلة  2اعتماداً على المبرهنة و  ) 0f x ]في المجال  0xحلاً وحيداً  = 1, 1]− +.  

  . −110بمجالٍ طوله  0xعن تحديدٍ للحل لنبحث، الآن  �
(0)نحسب  • 1f (1)ولأنّ  = 0f 0استنتجنا أنّ  > 0,1x  ∈  .  
)نحسب مجدداً  • )1 3

2 8
f = (0)ولأنّ  − 1f 1جنا أنّ تاستن =

0 2
0,x  ∈   . 

)ثُمّ نحسب  • )1 1
3 27

0f = )ولأنّ  < )1
2

0f 1جنا أنّ تاستن > 1
0 3 2

,x  ∈   . 

)وبالمثل نحسب  • )5
12

0f )ولأن  > )1 1
3 27

0f = 1جنا أنّ تاستن < 5
0 3 12

,x  ∈   .  
1وطول هذا المجال الأخير يساوي 

12
1فهو إذن أصغر من  

10
  . وتتحقق المتراجحة

0

1 5

3 12
x< <  

  أن نستنتج أيضاً أنّ  f(0.4)و f(0.3)بالطبع ليس هذا المجال وحيداً، إذ يمكننا بحساب 

00.3 0.4x< <  

 
   تَدربْ 

4التابع المعرّف بالعلاقة  f ليكن   � 21
( ) 2 1

4
f x x x= − ). أثبت أنّ للمعادلة − ) 0f x حلاً  =

]ي المجال وحيداً ف ]2, 3.  
2التابع المعرّف بالعلاقة  f ليكن   �

( ) 2 1
3

f x x x x= − ). أثبت أنّ المعادلة + ) 0f x تقبل  =

]حلاً وحيداً في المجال  ]حلاً وحيداً في المجال ، و 0,1[ ]7,8.  
  

   أفكار يجب تَمثـلُها 

 .fالتابع  اطرادجهة في تعيين إشارة المشتق  فيدتُ  ����





0fإذا كان   ′ متزايداً تماماً على هذا المجال. (يبقى ذلك صحيحاً أيضاً  f كان Iعلى مجالٍ  <
fإذا انعدم   ).هذا المجال نقاطعند عدد منته من  ′





0fإذا كان   ′  المجال. متناقصاً تماماً على هذا f كان Iعلى مجالٍ  >





0fإذا كان   ′  يكون ثابتاً على هذا المجال. f كان Iعلى مجالٍ  =





 ».اجتماع مجالات« I، بالمجال 2يمكن أن نستبدل، في المبرهنة  لا 
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)0تُمثّل القيم  الآتي. فمثلاً، في الجدول طرادمحليّاً من جدول الا حديةتتعيّن القيم العمليّاً،  ���� )f x 
)1و )f x  ًللتابع  اً محلي حديةقيماf. 

0 1

0 1( ) ( ) ( )

x x x

f x f x f x

−∞ +∞

ց ր ց
  

)لحل للمعادلة عند إثبات وجود ووحدانيّة ا ���� ) 0f x ]في مجالٍ  = , ]a b  ينالآتيتذكّر المخططين 

 

  

جود وأنّ و  fنلاحظ هنا أنّ وحدانيّة الحل تنجم عن الاطّراد التام (التزايد التام أو التناقص التام) للتابع 
 fلتابع مع محور الفواصل (وهذا مؤكّد عندما يكون التابع الخط البياني لالحل يعود إلى تقاطع 

  اشتقاقياً).

  منعكسات يجب امتلاكُها 

fتذكّر أنّ إشارة المشتق  fالتابع  اطراد لدراسة ���� الأساس في ذلك. وهنا، ننوّه إلى أنّ تعيين  هي ′
إشارة جداء، بوجهٍ عام، أسهل من تعيين إشارة مجموع. ومن ثمّ لا ينصح بنشر عبارة التابع المشتق 

( )f x′ .مباشرة 

 

  
)2إذا كان  ) ( 1)f x x x′ = شر العبارة وذلك لأنّ إشارة المشتق في هذه فإنّه من الأفضل عدم ن +

1xالحالة هي إشارة المقدار  +.  
  ة الموافقة للصيغفي الحالة الخاصّ  ����

( )2
( )

( )
( )

v x
f x

v x

′−
′ =  

fتكون إشارة المشتق  )من إشارة البسط (إذ إنّ  ′ )2( )v x  ٌعلى الدوام). موجب  
)لا تنسَ أنّ عبارة المشتق  ���� )f x′  ًقد تكون معقّدة، ومع هذا يكون تعيين إشارته سهلا.  

y

a

xb

( )f b

( )f a

y

( )f a

( )f b

b

xa

f  ٌتماماً  متناقص f  ٌتماماً  متزايد 

  مثال
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:4التابع  3f x x x x+ ,0[اشتقاقي على  ֏+ 3ومشتقّه  ∞+] 1

( ) 12 1
2

f x x
x

′ = + + .

)ولمّا كانت جميع حدود المجموع موجبة تماماً، كان  )f x′ .كذلك  

)لمعرفة إذا كان لمعادلة  ���� ) 0f x ]حلاً وحيداً في مجالٍ  = , ]a b فكّر، في حال كون ،f  ْاشتقاقياً، أن
fت إشارة المشتق تتحقق من ثبا )ومن كون إشارتا  ′ )f a و( )f b .متعاكستين 

 

  
:3المعادلة  5 0f x x x+ − ,1]تقبل حلاً وحيداً في المجال  ֏= )2لأنّ  [2 ) 3 1f x x′ = + 

(1)إشارتا المقدارين و  xموجبٌ تماماً أياً كانت قيمة وهو  3f = − ،(2) 5f   .متعاكستان =

  أخطاء يجب تجنّبها 

fإشارة «مجالاً، لا تَقُلْ إنّ  Dعندما لا تكون مجموعة التعريف  ���� فهو مطّرد تماماً  D ثابتة على ′
  . هذا غير صحيح بوجهٍ عام.»Dعلى 

  

 
1التابع 

:f x
x

fمشتقّه  ֏ Dسالب تماماً على مجموعة تعريفه  ′ ∗= ℝ  ولكّنه

  .Dغير متناقص على 

 مثال

 مثال

 مثال

O

y

x1

1
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����� ���	
  

 الأمثليةلمساحة ا  

 ، ولتكنCAB: ليكن المثلّث حلاً هندسياً  ة ثمُّ حلّهاالآتيطرح إقليدس المسألة 
M  نقطةً ما من الضلع[ ]BCننشئ من ، M  متوازي الأضلاعMQAP .

  أكبر ما يمكن؟كون مساحة متوازي الأضلاع حتّى ت Mكيف نختار النقطة 

  

APتساوي  MQAPمساحة متوازي الأضلاع  Sنعلم أنّ  QT× لنضع ،
AP t= وQT x=جاد صيغة للمساحة . لإيS  بدلالة متحول واحد

  .xو tنبحث عن علاقة بين 

t أنّ  مبرهنة تالس، برهن لاستفادة منبا 1. CH x

AB CH

−
AB. ضع = c= ،CH h= ًتبسيطا .

  للكتابة.

)2استنتج  2. )
c

S hx x
h

=   . Sللتابع  كبرىلالقيمة ا نعيّ ، ثُمّ −

  الحجم الأصغري والحجم الأعظمي 
  سطوانة الأعظميّة في مخروطالأُ  �

. 8cmونصف قطر قاعته  24cmنتأمّل مخروطاً دورانيّاً ارتفاعه 
سطوانة دورانيّة داخله يكون حجمها أكبر ما يمكن. أنريد أن نوضّع 
ارتفاعها وما هو سطوانة الأعظميّة هذه، أي كم يبلغ ما هي أبعاد الأ

  ؟نصف قطر قاعدتها

الترتيب. وللتعبير بسطوانة وارتفاعها إلى نصف قطر الأ hو rللإجابة عن هذا السؤال نرمز بالرمزين
  .hو rبدلالة متحوّل واحد نبحث عن علاقة بين  Vعن حجم الاسطوانة 

8)3برهن أنّ  .1 )h r=   .rبدلالة  Vومن ثمّ عبّر عن الحجم  −
 وأجِبْ عن السؤال المطروح. Vالتابع  اطرادادرس  .2

    الحل

 2 نشاط

 1 نشاط

 

r

h

24

r8

 

P

Q M

B

C

A

P

Q M

B

C

A HT
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  كرة في المخروط الأصغري ����

. نرغب في وضعها داخل مخروط rونصف قطرها  Oكرةً مركزها  Sلتكن 
  أصغر ما يمكن. ما هي أبعاد المخروط ؟ vدوراني حجمه 

AOللإجابة عن السؤال، نضع  .1 x=:ّبيّن أن .  

2
21 ( )

3

x r
v r

x r
π

+
=

−
  

21هو  hوارتفاعه  R أنّ حجم المخروط الدوراني نصف قطر قاعدته كّرتذ

3
v R h= π.  

3xبرهن أنّ المخروط الدوراني الأصغر حجماً يوافق  .2 r= ما ارتفاع المخروط في هذه الحالة ؟ وما .
 قطر قاعدته ؟ نصف

  أقصر سُلم  

متراً وتفصله عن  2.7يبلغ ارتفاع سياج، موازٍ لجدار يقع خلفه،
. كم يبلغ طول أقصر سُلم يمكن أن يستند 0.1m مسافة الجدار

  الجدار ويمرّ فوق السياج؟ إلى
  غة الرياضياتيّةالصيا ����

لنضع نموذجاً رياضياتياً للمسألة. نلاحظ من الشكل أنّ على السلّم أن يكون 
، Oملامساً طرف السياج (إذا أردنا أن يكون أقصر ما يمكن) في نقطة ولتكن 

والمار بالنقطة  ABومن ثمّ تؤول المسألة إلى البحث عن أقصر طول للسلّم 
O يمكن تحديد وضع السلّم بمعرفة النقطة .B  وهذا يقودنا إلى طريقةٍ تحليليّة

  لحل المسألة.
  الحلّ التحليلي ����

ط ما يمكن، أي أنْ أبس dنختار مَعْلَماً متجانساً تكون فيه معادلة المستقيم 
. mوبذلك يتحدد موضع المستقيم من ميله وليكن  Oنختار مبدؤه النقطة 

0mنلاحظ هنا أنّ هذا الخيار يقتضي أن يكون  >.  
 Bو A، واستنتج إحداثيات النقطتين ∆و  dاكتب معادلتي المستقيمين  .1

  .mبدلالة الميل 
). ضع mبدلالة  ABعبّر عن الطول  .2 )AB f m=.  

 3 نشاط

 ∆

x

y

2.7−A

d
B

O

0.1

 

O

B

∆
d

2.7

0.1

A

 A

r

O

 

2.7 m

0.1 m
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  fالبحث عن القيمة الصغرى للتابع  ����
  .ةالآتي الخاصة، ونستفيد من fنبحث الآن عن أصغر قيمة للتابع 

  

  
    خاصة  

)2. إذا كانتI تابعاً موجباً على مجالٍ  fليكن  )f a  2أصغر قيمة للتابعf  علىI كانت ،( )f a 
  .Iعلى  fأصغر قيمة للتابع 

2بيّن أنّ مشتق التابع  1. 2:f m AB֏ :يكتب بالشكل  
( )2 3

3

0.2(0.1 2.7)
( ) ( 27)

m
f m m

m

+′ = −  

,0[ عين إشارة هذا المشتق على المجال 2.  عمالت. ثُمّ استنتج، باس2f التابع اطراد، واستنتج جدول ∞+]
  أي الطول الأصغري للسلّم. fالصغرى للتابع السابقة، القيمة  الخاصة

لتابع على مجال. كيف تستثمر  كبرىلتعريف القيمة االسابقة. يمكنك العودة إلى خاصة برهن صحّة ال 3.
  ؟ »Iموجبٌ على  f«الافتراض 

  

   واجهة عتبة ضعيفة الميل 
نهدف في هذا العمل إلى تصميم واجهة عتبة ضعيفة الميل تجعل تسلّق 
عربات نقل البضائع العتبة سهلاً. يبيّن الشكل مقطعاً جانبياً لهذه 

50cmOHالواجهة. يبلغ ارتفاع العتبة  وتبلغ المسافة الأفقيّة  =
1mOBالمخصصة للواجهة  =.  

  ض أن تحقق الواجهة الشرطين:نفتر 
  .Bأن تكون مماسة للأرض عند النقطة  ����
  .Hأن تكون مماسة لسطح العتبة عند النقطة  ����

شكل الواجهة المُراد تصميمها وأن تحقق  لخطوطها البيانيّةكون يإلى إيجاد توابع  النشاطيهدف هذا 
) مَعْلم متجانسفي  .����و ���� الشرطين , , )O i j

�  Hو Bيكون للنقطتين  1mه تشعاع واحدطول  �
,1)الإحداثيات  1و  (0

2
(0,   الترتيب.ب (

  ؟قطع مكافئ لهذا التصميمالخطّ البياني للماذا لا يصلح  ��
يتّصلان عند  2Pو 1Pمكوّن من قوسين لقَطْعين مكافئين  خط بيانيلنبحث الآن عن  �

)طةالنق )1 1
2 4
,I اكتب مماس مشترك. عندها لهمايكون عند هذه النقطة و  الخطّان. أي يتقاطع 
  .2Pو  1Pمعادلتي 

 4 نشاط

 

50 cm

1m x

B

y
H

O
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:نختار التابع  � [0,1]h → ℝ  1المعرّف على
2

[0, 2بالعلاقة  [ 1
( )

2
h x x= − 1وعلى المجال  +

2
] ,1] 

)2بالعلاقة  ) ( 1)h x x= −.  
   ؟����و ����الشرطين  Cحقق يُ أَ  .hالممثل للتابع  خطّ البيانيال C ليكن  �
) المَعْلَم المتجانسفي  Cارسم  � , , )O i j

� 1عند النقطة  هرسم مماسوا �

2
x = .  

) كان [0,1]من المجال  xنت النقطة بيّن أنّه أياً كا � ) 1h x′ ≤ .  
من الشكل  [0,1]معرّف على المجال  gلتابعٍ  Γنريد الآن تحسين شكل الواجهة بأن نختار الخطّ البياني

3 2( )g x ax bx cx d= + + +.  
,عيّن الأمثال   � , ,a b c d حتّى يحقّق الخطّ البيانيΓ  و ����الشرطين����.  
  .gتابع ال اطرادادرس   ��

3كان  [0,1]من المجال  xأياً كانت النقطة ه برهن أنّ  �
( )

4
g x′ بحث عن القيمة ال . يمكنك≥

gللمشتق كبرىال   .[0,1]لمجال على ا ′
 في المَعلم نفسه. ماذا تلاحظ؟ Cوالمنحني  Γأنشئ المنحني   �
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            ����� �����  
  .ةالآتيفي كل من الحالات  ℝالمعرّف على  fالتابع  اطرادادرس جهة  

2 2

3 3 2

4 2 3 2

2
4 4 3

1
( ) 3 2 ( ) 4 1

2
3 1

( ) ( ) 3 9 4
4 4

( ) 4 5 ( ) 3 4

( ) 2 27 7 ( ) 2 3 3
2

f x x x f x x x

f x x x f x x x x

f x x x f x x x

x
f x x x f x x x

= − + + = − +

= − − = − + + −

= − − + = − + −

= − + = − + +

� �

� �

� �

 �

  

  .كل منها اطرادالآتية ثُمّ ادرس  fعين مجموعة تعريف كل من التوابع 

2

2

2

2 2

2

4 2 3
( ) ( )

3 2 4
2 3

( ) 2 1 ( )
3 1

2 4 4 1
( ) ( ) 1

12 6
2 3 2 2 12

( ) ( )
2 1 4

x
f x f x

x x
x

f x x f x
x x

x x
f x f x x

xx x

x x x x
f x f x

x x

− −
= =

− +
−

= + − =
− +

− +
= = − −

−− +
− + + +

= =
− +

� �

� �

� �

 �

  

 ة.الآتيفي كل من الحالات  Iالمعرّف على المجال  fادرس جهة اطراد التابع  

4
3

5
3

3
2

, , ( ) 3 4

, , ( ) 4 3 5

3, , ( ) 3

1
, , ( )

2 3

I f x x

I f x x

I f x x x

I f x
x

 = − +∞ = +  

 = −∞ = − +  

 = − +∞ = + 

 = +∞ =   −

�

�

�

�

  

  يكن ℝمن  xتيقن أنّه مهما تكن  .1
( )( )3 24 28 24 1 4 4 24x x x x x− − = + − −  

  بالعلاقة الآتية. ℝالمعرّف على  fالتابع  اطرادهة ادرس ج 2.
4 2( ) 14 24 10f x x x x= − − +  

  في حال وجودها. fمحليّاً للتابع  حديةأوجد القيم ال 3.
3التابع المعرّف بالعلاقة  fليكن  2( ) 3 4 1f x x x x= − + دلة − نّ للمعا ). أثبت أ ) 0f x = 

]حلاً وحيداً في المجال  ]0,1.  
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     لنتعلمّ البحث معاً 

 .����� �	���  

)4 بالعلاقتين ℝمعرّفان على  gو fالتابعان  ) 3 1f x x x= − )3و + ) 2 3 1g x x x= − − .
  .gو f التابعين قارن بين

  نحو الحلّ   ��

)التي تُحقق  xتعيين الأعداد الحقيقيّة  gو fعين تعني مقارنة تاب   ���� ) ( )f x g x≤ قوتلك التي تُحق ،
( ) ( )f x g x≥ الفرق أي . عموماً، يمر الطريق الأسهل لمقارنة تابعين بدراسة إشارة

( ) ( ) ( )d x f x g x= )، وهذا بدوره يؤول على حلّ المتراجحة − ) 0d x >.  
)اكتب بأبسط صيغة عبارة    ) ( ) ( )d x f x g x= −. 

)ليس سهلاً تعيين إشارة   ���� )d x ر باشتقاق التابعوهذا يجعلنا نفك .( )x d x֏  ه أملاً اطرادودراسة
  بالتمكّن من مقارنته مع الصفر.

)، واحسب ℝيقبل الاشتقاق على  dتيقّن أنّ  .1 )d x′. 

dادرس إشارة  .2  .d اطراد، واكتب جدول ′

 . dيبين الجدول قيمة صغرى موجبة تماماً للتابع  .3

)علل إذن لماذا يكون    ) 0d x  .ℝمن  xوذلك أيّاً كانت قيمة  <

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

  .������ � �! �"#$  

) يكن bو aأنّه مهما يكن العددان الحقيقيّان الموجبان تماماً  تثبأ )1 1
2 2a b

a b
+ + ≥.  

  نحو الحلّ   ��

حذف «ر من المتراجحة، وذلك بمُحاولة لمّا كانت الأعداد موجبة، نفكر باختزال الطرف الأيس   ����
  عن طريقِ مُقارنة مربّعي الطرفين.» الجذور

 أنجز الحساب المُشار إليه، لماذا تثير النتيجة خيبة الأمل؟  

0a تبدو المسألة صعبة، إذا ليس هناك الكثير من الفرضيات، فقط   ���� 0bو < عندما . ولكن <
نهدف إلى إثبات صحّة متراجحة تربط أعداداً من المجال نفسه، يكون من المناسب اصطناع تابع 
وإثباتُ أنّ المتراجحة المطلوبة هي نتيجة من خواصّ هذا التابع. ولكن أي تابع نصطنع ولدينا 

، a: نثبت واحداً من العددين وليكن ةالآتياوز هذه الصعوبة بالطريقة ؟ عموماً، نتجbو aمتحولان

1  ذا ما يقودنا إلى اصطناع التابع ونترك الآخر يتحوّل، وه 1
:f x a x

a x

 + +   
֏.  
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[على المجال  fالتابع  يةعلل اشتقاق .1 )، واحسب ∞+,0] )f x′. 

)تيقن أنّ المتراجحة  .2 ) 0f x′  تُكافئ  ≤

1 1 1

2 2

a x

a x a x x x

  + + ≥  +
  

1  أو   1 1a

a x x x x
+ ≥ +  

x   وأخيراً    x a a≥. 

xتوثق أنّ التابع  .3 x x֏  ٌ0تماماً على متزايد, +∞  واستنتج أنّ المتراجحة ،x x a a> 
xتُكافئ  a>  والمساواةx x a a=  تُكافئx a=. 

xالصغرى عند يبلغ قيمته  fاستنتج أنّ التابع  .4 a=  2وأنّ هذه القيمة هي 2. 

0xإذن، أيّاً كانت  .5 )كان  < ) 2 2f x ≥. 

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

  .�%�&� '()�  

 عيّنمولد مخروط دوراني يساوي بُعد رأسه عن أيّة نقطة من دائرة قاعدته. نذكر أنّ طول 
30المخروط الدوراني الذي طول مولده يساوي  cm .وحجمه أكبر ما يمكن  

  نحو الحلّ   ��

في توضيح الوضع وتوجيه الحساب.  وّليالأ رسمال فيد، يالنوعفي مسائل من هذا    ����
  .rونصف قطر قاعدته  hالمخروط الدوراني بوسيطين: ارتفاعه يتعيّن 

2 نعلم أنّ حجم هذا المخروط يساوي   ����

3
V r h

π

للحجم  لكبرى. لحساب القيمة ا=

V  اطرادندرس V  ّبالاستفادة من الاشتقاق. ولكنV  لين يتبع متحوh وr ،
ل واحد، ومنه فكرةُ البحث عن علاقة تربط  Vعلينا إذن التعبير عن  بدلالة متحوh وr.  

)أثبت صحّة العلاقة  .1 2ة الآتي ∗( 2 900r h+ =. 

)تيقن أنّه إذا استفدنا من العلاقة  .2 على جذر  V، حَوَتْ عبارة rبدلالة  hللتعبير عن  ∗(
)تربيعي. أمّا إذا استفدنا من العلاقة  هيئة كثير  V، أخذت عبارة hبدلالة  rللتعبير عن  ∗(

 ل حدود بالمتحوh .يسهل اشتقاقه 

)هي  hبدلالة  Vأثبت أنّ عبارة  .3 )3( ) 900
3

V h h h
π

= 0,30تنتمي إلى المجال  hو − 
 . 

)احسب  .4 )V h′  المتراجحة وحل( ) 0V h′  . كبرى، وقيمته الV اطراد، ثمُّ استنتج جهة <

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

 

r

h
30
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  .���	 *�+
  

)نتأمّل في مستوٍ منسوب إلى مَعْلَم متجانس  ), ,O i j
� الذي معادلته  P، القطع المكافئ �

21y x= )ها االتي إحداثيّتA، والنقطة − )0, 2−.   
  .Aلى الأقرب إ Pمن القطع  Mالنقاط  نعيّ 
  نحو الحلّ   ��

من  Mهذا يعني أننا نبحث عن النقاط ». Aالأقرب إلى  Pنقاط « يجب بدايةً توضيح قولنا    ����
P افةالتي تبلغ عندها المسAM  قيمتها الصغرى. ولمّا كان المَعْلَم متجانساً كان حساب المسافة

ط  ت النقا حداثيّا  Pتقع على القطع  M. ولمّا كانت Mو Aالمشار إليها سهلاً انطلاقاً من إ
  .xتعينت إحداثيّاتها بسهولة انطلاقاً من فاصلتها 

 ؟xبدلالة  Mما ترتيب النقطة  .1

4تيقّن أنّ  .2 25 9AM x x= − + 

ه اطرادبدراسة جهة  AM. إذن علينا إيجاد القيمة الصغرى للتابع xبدلالة  AMنجحنا بحساب    ����
4أي  AMالطول  xالتابع الذي يقرن بالعدد  fبالاشتقاق. لنضع  2( ) 5 9f x x x= − . لم +

)ندرس بعدُ اشتقاق تابع من النمط  )x p x֏ و( )p x  في 1كثير حدود درجته أكبر تماماً من ،
)حين نعرف كيف نشتق التابع  )x p x֏ ّولكن .AM  طولٌ، فهو أصغري في الوقت نفسه الذي

  أصغريّاً.  2AMيكون فيه مرّبعه 
4لنعرّف إذن    2( ) 5 9p x x x= − )ولنلاحظ أنّ  + ) 0p x   .xأيّاً كانت قيمة  ≤
هذه القيمة  p، وأوجد الأعداد الحقيقيّة التي يبلغ ℝعلى  pالقيمة الصغرى للتابع  عيّن .1

 عندها.

)يبلغ قيمته الصغرى  pلنفترض أنّ  .2 )p x  عندa  منℝ ّأثبت أن . 

, ( ) ( )x p x p a∀ ∈ ≤ℝ  
هذه القيمة  f، وأوجد الأعداد الحقيقيّة التي يبلغ ℝعلى  fاستنتج القيمة الصغرى للتابع  .3

 عندها.

 تي تجيب عن السؤال المطروح ؟ما عدد النقاط ال .4

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

 .�,�� -.
  

  مساحةً. P، هو أكبر المعينات التي محيطها Pأنّ المربّع الذي محيطه  أثبت
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  نحو الحلّ   ��
ير من الفرضيّات. نعلم فقط أننا نبحث عن معين محيطه ليس لدينا الكث   ����

  .. لنرسم إذن شكلاً نستخلص منه بعض النتائجPيساوي 

إنّ لجميع هذه المعينات طول الضلع نفسه وهو   
4

P
a . لنرمز بالرمز =

S  إلى مساحة المعينABCD ّنعلم أن .
2

AC BD
S

×
، فمن الطبيعي إذن أن نضع =

x AC= وy BD= لإيجاد أكبر قيمة للمساحة .S اطرادها. وتأتي فكرة إيجاد علاقة  ندرس
قائماً في  OABيتبع لمتحوّلين. تأمّل الشكل، واستفد من كون المثلّث  S من كون yو xتربط 

O  لتجد علاقة تربط بينx وy.  

2أثبت أنّ    2 24x y a+  .aو xبدلالة  Sاستنتج عبارة ، ثُمّ =

)كر بدراسة جهة اطراد التابع . ونفxبدلالة  Sنجحنا بالتعبير عن    ���� )x S x֏ ولكن للأسف لم ،
0Sندرس بعدُ كيف نشتق مثل هذا التابع. ولكن  فهو إذن أعظمي في الوقت نفسه الذي يكون  <

  أعظميّاً. 2Sفيه مرّبعه 

)اسة التابع تيقّن أنّ المسألة تؤول إلى در  .1 )
2

2 2: 4
4

x
f x a x−֏  0على المجال,a 

 . 

 .كبرىالتي يبلغ عندها قيمته ال x، وقيمة، أو قيم، كبرىادرس هذا التابع واستنتج قيمته ال .2

 إجابتك. ، مُعللاً Sللتابع  كبرىاستنتج القيمة ال .3

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

 /��0� .1%ّ�%� ���  

]التابع المعرّف على  fليكن ]0,π  بالعلاقة( ) cos
4

f x x
 π = +   

  .fالتابع  اطراد درسا .

  نحو الحلّ   ��

تابع قابل للاشتقاق، نحسب مشتقّه، ثمُّ نعين المجالات التي يكون للمشتق عليها  اطراد لدراسة    ����
]قابلاً للاشتقاق على المجال  fعلل كون التابع  إشارة ثابتة. ]0,π وتحقّق أنّه مهما تكن .x  يكن  

( )
4

( ) sinf x x π′ = − +  
)إذن علينا دراسة إشارة    ���� )

4
sin x π+  وهي عكس إشارة( )f x′ والسؤال الذي يطرح نفسه هو كيف .

  : sinنعين بوجه عام إشارة تابع جيبي؟ نستفيد من منحني التابع 

  

π

4
5
π

4
π

2
π

1

1
2−

x

y

A

B C

D

O

a
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في أي مجال يتحوّل  ونطرح السؤال:   
4

X x π= π,0في المجال  xعندما يتحوّل  + 
 ؟  

5يتحوّل في المجال  Xتيقّن أنّ  .1
4 4
,π π 

  . 

sinاستنتج حلول كل من  .2 0X sinو < 0X sinو = 0X < . 

) استنتج حلول كل من .3 )
4

sin 0x π+ ) و  < )
4

sin 0x π+ ) و  = )
4

sin 0x π+ < 

 .fالتابع  اطرادبين  .4

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

   قُدُماً إلى الأمام
       

3بالعلاقة  ℝالتابع المعرّف على  fليكن   2

3 2
( ) 2x xf x x= − − .  

 .fالتابع  اطرادادرس  .1

:التابع  اطراداستنتج  .2 ( )g x f x֏. 

  .ةالآتييُحقق الخواص  fنتأمّل تابعاً  

] هي f مجموعة تعريف  2, 1[ ] 1, [D = − − ∪ − +∞. 


 f بل الاشتقاق على يقD. 


 f  .0وعند  −2فقط عند  Dينعدم في  ′


 ( ) 0f x′ ,0[على  < )و ∞+] ) 0f x′ [على  > 2, 1[ ] 1, 0[− − ∪ −.  
1. .a  التابع  اطرادادرسf. 

.b  1قارن في حالة 0a b− < < )بين  > )f a و( )f b.  

.c  ّ1بافتراض أن 2a b− < < )قارنة بين . أيمكنك الم> )f a و( )f b؟  

.d  ّ2بافتراض أنa = 0bو − ). أيمكنك المقارنة بين = )f a و( )f b؟  

يُكتب بالشكل  fنعلم إضافة إلى ما سبق أنّ  .2
2x mx n

x
x p

+ +

+
أعداد حقيقيّة  pو nو mو ֏

0pو  يُحقق الشروط المذكورة. fتابعاً  عيّن. ≠

 هو التابع الكسري المعطى بالعلاقة f. والتابع اً حقيقي اً عدد bليكن 
2

2

1
( )

1

x bx
f x

x x

+ +
=

+ +
 عيّن. 

 .bتبعاً لقيم  fالتابع  اطرادادرس ، ثُمّ fمجموعة تعريف 

 هو التابع الكسري المعطى بالعلاقة f. والتابع اً حقيقي اً عدد mليكن  
2 2

( )
x mx

f x
x m

+ −
=

−
 .

 .mتبعاً لقيم  fادرس اطراد التابع ، ثُمّ fمجموعة تعريف  عيّن
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  على المجال المعطى. fالتابع  اطرادة، ادرس الآتيفي الحالات  
( )

( )

2 4
3 3

5
12 12

0, , ( ) cos 2

1
, , ( )

1 2 cos

0,2 , ( ) cos
2

, , ( ) sin 2
3

1
0, , ( ) cos cos 2

2

I f x x

I f x
x

x
I f x x

I f x x

I f x x x

π π

π π

 = π = 

 = =   +

 = π = + 
 π  = − = − +      

 = π = + 

�

�

�

�

�

  

 Mو mعلى المجال المعطى، ثمُّ أوجد عددين  fالتابع  اطرادة، ادرس الآتيفي الحالات  
)يُحققان  )m f x M≤ ]على أن يكون المجال  Iمن  xأيّاً كان  ≥ ],m M .أصغر ما يمكن  

3 2

3 2

2

3,1 , ( ) 2 4 3

0,6 , ( ) 2 9 12 1

9
1,4 , ( ) 1

3 1
1,8 , ( )

1

4, 0 , ( ) 1 2

I f x x x x

I f x x x x

I f x x
x

x x
I f x

x

I f x x

 = − = − − + + 

 = = − + + 

 = = + − 

− + − = =  +

 = − = − 

�

�

�

�

�

  

3بالعلاقة  ℝالمعرّف على  fليكن التابع   2( ) 2 4f x x x= − + +.  
4إلى  xأثبت أنّه عندما ينتمي  .1

3
1, −    ينتمي( )f x  إلى[ ]4,7. 

 هل عكس الخاصّة السابقة صحيح؟ .2

4بالعلاقة  ℝالمعرّف على  fليكن التابع   2( ) 8 8 1f x x x= − 1. أثبت أنّ + ( ) 1f x− ≤ ≤ 
1يُكافئ  1x− ≤ ≤.  

أثبت أنّ للمعادلة  
3

1
1

x

x
=

+
]حلاً وحيداً في المجال   ]1,2.  

cosxأثبت أنّ للمعادلة   x=  حلاً وحيداً في المجال
3 3
,π π −  .  
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3بالعلاقة  ℝالتابع المعرّف على  نتأمّل  2

2
( ) 6 3 24xf x x x= − + +. 

 

 .fالتابع  اطرادادرس   .1

)أثبت أنّ للمعادلة  .2 ) 0f x [في المجال  αحلاً وحيداً  = [2, 1− −. 

)للمعادلة  ℝهو الحلّ الوحيد في  αأثبت أنّ  .3 ) 0f x =. 

4التابع  اطراد جهة استنتج .4 33
2

: 24 10g x x x x− + −֏. 

 

0x. أثبت أنّه مهما يكن ℕمن  nليكن . متراجحة بِرنولي    يكن ≤

( )1 1
n

x nx+ ≥ +.  

 

3بالعلاقة  ℝالتابع المعرّف على  fليكن   23
2

( )f x x x= − خطّه البياني. وأخيراً  C، وليكن +
3المستقيم الذي معادلته  dليكن 

2
y x= −. 

 مع محور الفواصل. Cاحسب إحداثيّات نقاط تقاطع الخط البياني  .1

 تركان بنقطة على الأقلّ.يش dوالمستقيم  Cاستنتج أنّ الخطّ البياني  .2

 .dوالمستقيم  Cادرس الوضع النسبيّ للخطّ البياني  .3

 

 معدوماً. عدداً حقيقيّاً موجباً أو xليكن  

 .ةالآتيع مُختارة اختياراً جيداً، المتراجحات تواب اطرادأثبت على التوالي، بدراسة  .1
21

2
2 4 31 1 1

2 24 6

1 cos sin

cos 1 sin

x x x x

x x x x x x

− ≤ ≤

≤ − + − ≤

� �

� �
 

0xاحصر، في حالة  .2  بين كثيري حدود. cosو sin، كلاً من التابعين≤

1استنتج مما سبق تقديراً للعددين  .3
sin
2

1cosو 
2

. 

 

ننسب المستوي إلى مَعْلَم متجانس. ونتأمّل . حقيقيّاً موجباً تماماً عدداً  hليكن  
2y جزء المستوي المحدد بالقطع الذي معادلته x= لذي معادلته وبالمستقيم ا

y h= ،ن في الشكل المجاورنريد أن نُنشئ داخل ذلك الجزء، وكما هو مبي .
  .hبدلالة هذا المستطيل  مستطيلاً مساحته أكبر ما يمكن. احسب بعدي

  

 

1 3/2 x

y

1 d

C

3/2−

o

  

1

1

h

x

y
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، وبحيث تكون Rتمسّ داخلاً كرة نصف قطرها  rونصف قطر قاعدتها  hسطوانة ارتفاعها أ 
  سطوانة دائرتين من سطح الكرة.قاعدتا الأ

 .hو Rبدلالة  rعبر عن  �

 .hسطوانة بدلالة احسب حجم الأ �

  سطوانة أكبر ما يمكن؟التي تجعل حجم الأ hما قيمة  �
  
يمسّ داخلاً كرة نصف  rونصف قطر قاعدته  hوط دوراني ارتفاعه مخر  

  ، وبحيث تكون قاعدته دائرة من سطح الكرة.O ومركزها Rقطرها 
)يساوي  rأثبت أنّ  � )2h R h−  احسب حجم المخروط بدلالة ثمh. 

  التي تجعل حجم المخروط أكبر ما يمكن؟ hما قيمة  �
  
21yالذي معادلته  Pي مَعلم متجانس القطع المُكافئ نتأمّل ف  x= − .( )0 0,M x y  نقطة من

0تُحقق  Pالقطع  0x 0و < 0y محور الفواصل  Mالمرسوم من  P. يقطع المماس للقطع <
أصغر  OABالذي يجعل مساحة المثلّث  Mموضع  عيّن. Bويقطع محور التراتيب في  Aفي 

  ما يمكن.

  
h

r

  
h

r

O

A
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  وابعتالمقار
ت ودراسة ال      
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 Karl Weierstrass (1815-1897)يرشتراس ڤاكارل 

هو عالم رياضيات ألماني، بدأ حياته العملية مُدرّساً في 
مدرسة ثانوية ثمُ حصل على وظيفة أستاذ في جامعة برلين 

   .1846عام 
في  يرجع إليه الفضلهو أبو التحليل الرياضي الحديث، و 

، كمفاهيم النهاية المفاهيم الرياضياتية الحديثةصياغة 
العديد من ما يزال و ، والاستمرار والاشتقاق، صياغة دقيقة

هذه المفاهيم يُدرّس حالياً باستعمال الرموز التي أدخلها. قادته أعماله العلمية إلى 
كان وجودها مجهولاً قبله.  والتي إنشاء العديد من التوابع التي تتمتع بخواص استثنائية،

يكون يرشتراس وجود تابع مستمر على مجموعة الأعداد الحقيقية دون أن ڤافمثلاً أثبت 
نها، وكانت هذه النتيجة عكس كل ما كان يعتقده الرياضياتيون اشتقاقياً عند أية نقطة م

   الذين عاصروه أو سبقوه من أمثال كوشي وغاوس وأويلر ولايبنتز وغيرهم.

  
  يرشتراس دوري ومستمر ولا يقبل الاشتقاق عند أية نقطةڤاتابع 

        

 يرشتراسڤاكارل 
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���� �����	
����� �����	
����� �����	
����� �����	
������� �������� �������� �������� ��        

  انطلاقة نشطة 

sin بالصيغة ℝ{0}\المعرّف على  f التابعليكن 
( )

x
f x

x
بعض  نجدالآتي  الجدولي ف .=

   المقابلة لها. f التابع وقيم 0الأعداد القريبة من العدد 

0 1 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2 2

( ) 0.84147 0.95885 0.98962 0.99740 0.99935 0.99948 0.9 6

0

999 1

x

f x

− − − − − −± ± ± ± ± ± ± →

→

⋯

⋯
  

)قيمة تقترب  0من العدد  x قيمة عندما تقتربأنّه نلاحظ من الجدول  )f x  وذلك مع كون 1من العدد 
0xغير معرف عند  fالتابع    ويوضّح ذلك الشكل الآتي. .=

  

 ونكتبعند الصفر،  1سعى إلى العدد ي fالتابع نقول إنّ في مثل هذه الحالة 
0

lim ( ) 1
x
f x

→
= .  

  

        اللانهاية الموجبةاللانهاية الموجبةاللانهاية الموجبةاللانهاية الموجبة    عندعندعندعندنهاية تابع نهاية تابع نهاية تابع نهاية تابع     
  

 
 تعريف

، إذا كانت مجموعة تعريفه تحوي مجالاً من ∞+ معرّف في جوار اللانهاية الموجبة fنقول إنّ التابع 
[الشكل  [,a aمع  ∞+ ∈ ℝ.  

  .الآتية، وسنميز الحالات ∞+سندرس سلوك تابع في جوار  يأتيفيما 

.1.1  ������� +∞  ���+∞ ������� � ، −∞  ���+∞.  

 
  تعريف

)قيم إذا كانت  ∞+هي  ∞+عند  fهاية نقول إن ن )f x  تتجاوز أي عدد حقيقيM  عندما تكونx 
limذلك  نكتبو كبيرة بما يكفي.  ( )

x
f x

→+∞
= +∞.  

  

y

0 x

1
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 xعندما تصبح  Mفي الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تتجاوز العدد 
  .0xأكبر من حدٍ معيّن 

  .∞+عند  ∞+هي  الآتيةأنّ نهاية التوابع  ونقبل
2 3, , ,x x x x x x x x֏ ֏ ֏ ֏  

  

 
  تعريف

)إذا كانت قيم  ∞−هي  ∞+عند  fنقول إن نهاية  )f x  تصبح أصغر من أي عدد حقيقيM 
limنكتب و كبيرة بما يكفي.  xعندما تكون  ( )

x
f x

→+∞
= −∞.  

عندما  M ففي الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تصبح أصغر من العدد
  .0xأكبر من حدٍ معيّن  xتصبح 

  .∞+عند  ∞−هي  الآتيةأنّ نهاية التوابع  ونقبل
2 3, , ,x x x x x x x x− − − −֏ ֏ ֏ ֏ 

.2.1 �������  �	�	� ���ℓ  ���+∞�	��� ���	
� ،  

 
  تعريف

)إذا كانت قيم  ℓهي  ∞+عند  fة نهاي نقول إنّ  )f x  تصبح قريبة من القيمةℓ أو تتجمّع حول ،ℓ ،
limنكتب و كبيرة بما يكفي.  xعندما تصبح  ( )

x
f x

→+∞
= ℓ. 

  
0εمهما اخترنا العدد  بصياغة أدق >

)فإن قيم    )f x  ستقع داخل المجال, − ε + ε ℓ ℓ  ًبدءا  من حد
  ما هو موضّح في الشكل المجاور.، وذلك ك0xمعين 

yفي هذه الحالة نقول إنّ المستقيم  = ℓ  مقارب أفقي عند مستقيم
، لأنّ المنحني يقترب من هذا المستقيم عندما تزداد fC للمنحني ∞+
   .xقيم 

  ∞+عند  ℓ=0هي  الآتيةأنّ نهاية التوابع  ونقبل

2 3

1 1 1 1
, , ,x x x x
x x x x

֏ ֏ ֏ ֏  

0x

M

y

x

fC

0x

M

y

x

fC

fC

y

O

ℓ

0x x

−εℓ

+εℓ
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  تكريساً للفهم

  كيف نوضّح معنى التعاريف السابقة؟

lim لةحا  ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

)2 يأتيكما  ℝالمعرّف على  fليكن التابع  )f x x=.  إذا كانت
1x 2xكان  < x> وهكذا عندما تأخذ .x  2قيماً كبيرة فإنx 

 2x، فإنّ M العدد الموجب تماماً  كان أياً تصبح كبيرةً أيضاً. 
xتتجاوز هذا العدد بمجرّد أن يصبح  M>ونكتب . 

2lim
x

x
→+∞

= +∞.  
   

limحالة    ( ) 0
x

f x
→+∞

= .  

1ليكن التابع 
( )x f x

x
[المعرّف على  ֏=  fالقيم التي يأخذها  الآتييبين الجدول . �∞,0]

  عند بعض النقاط.

...  2010  510  100  10  5  1  x  

...  2010−  510−  0.01  0.1  0.2  1  
1

x
  

1قيماً أكبر فأكبر تتجمّع قيم  xنلاحظ أنه عندما يأخذ المتحول 

x
 

  عند إلى الصفر. 
0εإذا كان ف )عدداً حقيقياً موجباً، وقعت جميع قيم  < )f x في 

,0المجال  ε   1 كانتبمجرّد أن
x >

ε
1 نكتبو . 

lim 0
x x→+∞

=.  

  
  عند اللانهاية الموجبة. fلمنحني التابع  مقارب أفقيّ إنّ محور الفواصل 

  

  

 مثال

 مثال

y

O

M

M x

fC

x

fC

O

α

y

1
α
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  ؟ ∞+تابع عند  بنهايةكيف نتنبّأ 

2المعطى بالعلاقة  fبع ليكن التا 1
( )

1

x
f x

x

+
=

−
المجال  f . تحوي مجموعة تعريف

] عندما  حدسيّاً  ∞+، فهو معرّف في جوار اللانهاية الموجبة. لنحاول التنبّؤ بنهايته عند ∞+,1]
، والمقام 2xمهملاً أمامها، ويمكننا من ثَمّ اعتبار البسط قريباً من  1كبيرة يصبح العدد  xتكون 

2. أي يكون xقريباً من 
( ) 2

x
f x

x
≈  عند fكبيرة. أي نتوقّع أنّ نهاية التابع  xا تكون عندم =

lim . ونكتبℓ=2هي  ∞+ ( ) 2
x

f x
→+∞

= .  

)2 بالعلاقة  ℝالمعرّف على  fليكن التابع   )f x x x=  ∞+. لنحاول التنبّؤ بنهايته في −
 ،2100و 100. كي نرى ذلك يكفي أن نقارن xأكبر من  2xكبيرة تكون  xعندما تكون  حدسيّاً 

نّ 21000و 1000ثمّ  2xهو الحد المسيطر في المقدار  2x ...، نقول إ x− ُهذا الحد  جَ خرِ . لن

2 عاملاً مشتركاً  1
( ) 1f x x

x

 = −   
1. رأينا فيما سبق أن 

x
ا تصبح يصبح قريباً من الصفر عندم 

x 1كبيرة، وعليه يقترب المقدار
1
x

  −   
) لوكأي إن س .1من   )f x  2يماثل سلوك  ∞+فيx. 

limإذن  ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

  

المناقشة في الأمثلة السابقة مبنية على الحدس ولا تعتبر برهاناً رياضيّاً، لكنها تفيد في التنبّؤ  إنّ  

  دقيق. اتيقاً، كيف نحسب النهايات بأسلوب رياضيبالنهاية. وسنرى لاح

 
    تَدربْ  
  .∞+نهايات التوابع الآتية عند احسب

4 3

3
2

2 2

3 2

2 2

( ) 1 ( )

2
( ) 2 100 ( ) 2 6

5

2 1 2
( ) ( ) 1

1
2 1 2 2

( ) ( )
3 3

f x x f x x x

x
f x x f x x

x

x
f x f x

x x

x x
f x f x

x x x x

= − = −

= − − = − +

+
= = +

−
+ +

= =
+ +

� �

� �

� �

� �

  

  

  

 مثال

 مثال
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  اللانهاية السالبة عندنهاية تابع   

 
 تعريف

، إذا كانت مجموعة تعريفه تحوي مجالاً من ∞− ية السالبةمعرف في جوار اللانها fنقول إنّ التابع  
[الشكل  [,a−∞  معa ∈ ℝ.  

  الآتية.، وسنميز الحالات ∞−سندرس سلوك تابع في جوار  يأتيفيما 

.1.2  ������� +∞ ��� −∞ ، ��������−∞ ��� −∞  

 
  تعريف

)إذا كانـت القـيم  ∞+هي  ∞−عند  fنقول إنّ نهاية  )f x  تتجـاوز أي
، أي عنــدما يصــبح ∞−نحــو  xعنــدما يبتعــد المتحــول  Mعــدد حقيقــي 

limنكتب و سالباً وتصبح قيمته المطلقة كبيرة.  ( )
x

f x
→−∞

= +∞.  

عندما تصبح  Mتتجاوز العدد  fقيم التابع  ففي الشكل المجاور نرى أنّ 
x  0أصغر من حدٍ معيّنx.  

  ∞−عند  ∞+ تساويالآتية التوابع  أنّ نهايةنقبل 
2 4,x x x x֏ ֏  
  
  

 
  تعريف

)إذا كانت قيم  ∞−هي  ∞−عند  fنقول إن نهاية  )f x  تصبح أصغر
، أي عندما ∞−نحو  xد المتحول عندما يبتع Mمن أي عدد حقيقي

limنكتب و يصبح سالباً وقيمته المطلقة كبيرة.  ( )
x

f x
→−∞

= −∞.  

 Mتصبح أصغر من العدد  fفي الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع 
  .0xأصغر من حدٍ معيّن  xعندما تصبح 

  ∞−عند  ∞−تساوي الآتية التوابع  نهايةأنّ نقبل 
3 5, ,x x x x x x֏ ֏ ֏  

M

0x

fC

y

O x

M

fC

y
O x0x
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.2.2 ������� �	�	� ��� �� ℓ ��� −∞�	��� ���	
� ،  

 
   تعريف

)إذا كانت القيم  ℓتساوي  ∞−في  fنقول أن نهاية  )f x  تقترب من العددℓ  عندما يبتعد المتحولx 
lim ، أي عندما يصبح سالباً وتكون قيمته المطلقة كبيرة. نكتب ذلك بالصيغة∞−نحو  ( )

x
f x

→−∞
= ℓ.  

  :صياغة دقيقة

0εياً كان العدد الحقيقي الموجب أ )قيم  فإنّ  < )f x قع داخلست 
, المجال − ε + ε ℓ ℓ  عندما تصبحx  0أصغر من حدٍ معينx .  

  
yإن المستقيم الذي معادلته عندئذ نقول  = ℓ  ٌبع عند أفقي لمنحني التا هو مقارب−∞.  
  ∞−عند  ℓ=0تساوي  الآتيةالتوابع  نهايةأنّ نقبل 

2

1 1
,x x
x x

֏ ֏  

  تكريساً للفهم 

  كيف نستوضح معنى التعاريف السابقة ؟

  

 ℝالمعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة  fلنتأمّل التابع  
)2 يأتيكما  )f x x=.  

نحو اللانهاية السالبة، أي يصبح  سالباً  xعندما يبتعد المتحول 
عدداً  Mكان  إذاكبيرةً أيضاً.  2xوقيمته المطلقة كبيرة، تصبح 

هذا العدد  2xتجاوزت قيمة كبيراً،  Mمهما كانو  حقيقياً موجباً،
xبمجرد أن يصبح  M< 2lim. ونكتب −

x
x

→−∞
= +∞     .  

  

  

  

  

 مثال

fC

y

O

ℓ

0x x

ε−ℓ

ε+ℓ

y

O

M

M− x

fC
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)3 لنتأمّل التابع  )x f x x=֏  المعرّف علىℝ.   إذا كانت
1x < 3كان − 1x x< < 3، وكان أيضاً − | |x x> وهكذا .

سالبة  3xكبيراً بقيمته المطلقة تصبح الأعداد  xعندما يصبح 
 لمطلقة. نكتب في مثل هذه الحالة وكبيرةً بقيمتها ا

3lim
x

x
→−∞

= −∞.  
  

  ؟ ∞−كيف نتنبأّ بنهاية تابع عند 

1المعرّف بالعلاقة  fليكن التابع  
( )f x x

x
= وتحوي المجال  ℝ∗مجموعة تعريفه هي . إنّ +

] [, 1−∞ عندما حدسيّاً  ∞−، فهو معرّف في جوار اللانهاية السالبة. لنحاول توقع نهايته عند −
1سالباً وكبيراً بقيمته المطلقة فإنّ العدد  xيكون 

x
1يصبح مهملاً أمامه، لأن  

lim 0
x x→−∞

،  إذن =

)يمكننا اعتبار  )f x x≈  ونكتب∞−هي  ∞−نهاية التابع عند  . أي إنّ ∞−في جوار . 
lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ .  

، لكنها تفيدنا في إن المناقشة في الأمثلة السابقة مبنية على الحدس ولا تعتبر برهاناً رياضيّاً   
  دقيق. اتينحسب النهايات بشكل رياضيتوقع النهاية. وسنرى لاحقاً كيف 

 
    تَدربْ  

  .∞−نهايات التوابع الآتية عند عيّن  

4 3

5

3

2 2

4 2

2 2

5
( ) ( ) 2 1

2 1
( ) ( ) 2 6

2
( ) ( )

1
1 2 5

( ) ( )

f x x f x x x
x

f x f x x x
x x

x
f x f x x

x x

x x
f x f x

x x x x

= − = − −

= − = − +

= = +
−
+ +

= =
+ −

� �

� �

� �

� �

  

 مثال

 مثال

fC

M

O

3 M

y

x
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   نهاية تابع عند نقطة 

أحد عدد حقيقي يحقّق  a. كذلك سنفترض أن fإلى مجموعة تعريف التابع  fDسنرمز بالرمز يأتيفيما 
  :الآتيينالشرطين 
 .fDعنصراً من  a أن يكون إما •
  .fDلأحد المجالات المحتواة في  اً طرف a أن يكون أو •

.1.3  �������+∞ ���a �� ،−∞ ���a . �!�"�� ���	
�  

 
 تعريف

)إذا تجاوزت قيم  ∞+هي  aعند  fنقول إن نهاية  )f x  أي عدد
نكتب ذلك و . aبما يكفي من العدد  xحين تقترب  Mحقيقي 

lim ( )
x a
f x

→
= +∞.  

عندما يصبح  بُعد  Mم التابع تتجاوز العدد في الشكل المجاور نرى أنّ قي
x  عنa  أصغر من حد معينα ،حيث α  .ًعدد حقيقي موجب تماما  

x ن المستقيم الذي معادلتهإنقول  a=  .هو مقارب شاقولي لمنحني التابع  

  

1التابع  
:f x

x
[معرّف على المجال  ֏ [0,fD = +∞ .

0aالنقطة و  ولكنها أحد طرفي هذا المجال،  fDلا تنتمي إلى المجال =
0aيمكننا إذن دراسة نهاية التابع عند النقطة  عندما تقترب الأعداد  .=

x  1فإن القيم  0من

x
عدداً  Mتصبح كبيرة أكثر فأكثر. إذا كان 

كبيراً، عندما  M، مهما كانMحقيقياً موجباً تجاوزت قيمُ التابع العددَ 
بحيث يصبح  xتصغر قيمة 

2

1
0 x

M
< < .  

  . ونكتب عندئذ ∞+ تساويعند الصفر  fنهاية التابع ن إنقول في هذه الحالة 

0

1
lim
x x→

= أو    ∞+
0

1
lim
x x+→

= +∞  

0xويكون محور التراتيب الذي معادلته    مقارباً شاقولياً لمنحني التابع. =

  مثال

y

O

M

a x

fC

a−α a+α

M

x

fC

y

21/MO
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  تعريف

)إذا صارت قيم  ∞−هي  aعند  fنهاية  نقول إن )f x  سالبة وأصغر
ا يكفي من قريبة بم xابقاً عندما تكون س مُعطى  Mمن أي عدد حقيقي 

lim. نكتب ذلك aالعدد  ( )
x a
f x

→
= −∞.  

عندما  Mفي الشكل المجاور نرى أنّ قيم التابع تصبح أصغر من العدد 
عدد حقيقي  α ، حيثαن أصغر من حد معي aعن  xيصبح  بُعد 
  موجب تماماً. 

xنقول أن المستقيم الذي معادلته  a=  .هو مقارب شاقولي لمنحني التابع  

.2.3  ��� �������a  �	�	� ��� ��ℓ  

 
  تعريف

)إذا تجمّعت القيم  ℓهي  aعند  fنقول إن نهاية  )f x  قرب القيمةℓ  عندما تصبحx ي قريبة بما يكف
lim.  ونكتب ذلك aمن  ( )

x a
f x

→
= ℓ.  

  :صياغة دقيقة

0εمهما كان  )فإن القيم   < )f x  ستقع داخل المجال, − ε + ε ℓ ℓ  عندما يصبح المتحولx ن م

fD  قريباً منaيصبح بعده عن  عندما ، أيa  أصغر من حد معينα  يتعلّق بالعدد)ε(.  

   .الآتيةبالنتائج  نقبل
0aإذا كانت  • lim ، كان≤

x a
x a

→
=. 

lim ، كانعدداً حقيقياً  aكثير حدود، وكان  Pإذا كان  • ( ) ( )
x a

P x P a
+→

=. 

lim ، كان aمعرّفاً عند تابعاً كسرياً  Fإذا كان  • ( ) ( )
x a
F x F a

→
=. 

limلدينا كذلك  • cos( ) cos( )
x a

x a
→

limو = sin( ) sin( )
x a

x a
→

 .aأياً كان العدد الحقيقي   =

y
O

M

a
x

fC

a−α
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    تكريساً للفهم 

1لماذا ليس للتابع  
f

x
x

  نهاية عند الصفر؟ ֏

2في  xعندما تتحوّل   210 ,10− − −  
، محذوفاً منه الصفر، 

)تأخذ الأعداد  )f x   2010قيماً كبيرة موجبة فإذا كانx مثلاً كان  =−
20( ) 10f x 1510xقيماً كبيرة سالبة فإذا كان  ، وتأخذ أيضاً = −= مثلاً  −

)15كان  ) 10f x = ) . فإن قيم التابع− )f x  كما إنّها  ∞+لا تتجمّع عند
  .ℓحقيقي معطى  . ولا تتجمّع عند أي عددٍ ∞−لا تتجمّع عند 

1قريبة من الصفر، تصبح الأعداد  موجبةقيماً  xكن عندما يأخذ المتحول لو 

x
كبيرة موجبة، وتنتهي  

  لدقّة لدينا على وجه ا، مهما كان كبيراً، Mبتجاوز أي عدد حقيقي

1ا كان  مّ ل
0 x

M

  < <   
1ان   ك  

M
x

  >   
 

  
  .  ونكتب عندئذ ∞+ عند الصفر هي  من اليمين fنهاية التابع نقول في هذه الحالة إن 

0
0

1
lim
x

x
x→

>

= أو    ∞+
0

1
lim
x x+→

= +∞  

1قريبة من الصفر، فإنّ الأعداد  سالبةقيماً  xمثل عندما يأخذ المتحول لوبا

x
تصبح سالبة وكبيرة  

اً وكبيراً بالقيمة سالب، مهما كان Mبقيمتها المطلقة، وتنتهي بأن تصبح أصغر من أي عدد حقيقي 

1إذا كان المطلقة، أي 
0x

M

 − < <   
1كان   

M
x

  < −   
  

  . ونكتب عندئذ ∞−عند الصفر هي   من اليسار fنهاية التابع نقول في هذه الحالة أن  

0
0

1
lim
x

x
x→

<

= أو    ∞−
0

1
lim
x x−→

= −∞  

 مثال

xx

y

O
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  كيف نتوقع نهاية تابع كسري في نقطة خارج مجموعة تعريفه؟

[الكسري المعرّف على  fليكن التابع   [ ] [,1 1,−∞ ∪ +∞ 

1 يأتيكما 
( )

1

x
f x

x

+
=

−
يقع على طرف أحد مجالات   1. العدد 

  التعريف، يمكننا إذن دراسة نهاية التابع عندها. نعلم أنّ 
( )

1
lim 1 2
x
x

→
+ )و = )

1
lim 1 0
x
x

→
− =  

على أعدادٍ قريبة من الصفر نحصل على  2عند قسمة أعداد قريبة من 
)كبيرة بقيمتها المطلقة. ولكن ما هي إشارتها ؟ إذا كانت أعداد  )1 0x − وقريبة من الصفر، يصبح  <

)الكسر موجباً وكبيراً، وإذا كانت  )1 0x − وقريبة من الصفر، يصبح الكسر سالباً وكبيراً بالقيمة  >
  من اليسار.و لنهاية من اليمين المطلقة. وهكذا كما في المثال السابق ندرس ا

[على المجال  f مقصور: نتأمّل من اليمين • من اليمين يكون  1من العدد  x. عندما يقترب ∞+,1]

1 0x − )و يكون < )1x 1. إذن تبقى القيم 2قريباً من  +

1

x

x

+

−
 موجبة وتصبح كبيرة جداً.  

ب .  ونكت∞+ هي 1عند   من اليمين fنهاية التابع نقول إنّ 
1

lim ( )
x

f x
+→

= +∞.  

[على المجال  f مقصورنتأمّل  :من اليسار • من اليسار يكون   1من العدد  x. عندما يقترب ∞−1,]

( )1 0x − )و يكون > )1x 1. إذن تبقى القيم 2قريباً من  +

1

x

x

+

−
تصبح كبيرة جداً بقيمتها سالبة و  

 المطلقة. 

.  ونكتب ∞− هي 1عند  من اليسار fنهاية التابع نقول إنّ 
1

lim ( )
x

f x
−→

= −∞.  

  

 
    تَدربْ  

م مناقشة وجود نهاية من اليمين ومن المعطاة. قد يلز  a ادرس نهايات التوابع المبينة أدناه عند النقطة
  اليسار في بعض الحالات.

3

3 2

3 2 2 5
( ) , 0 ( ) , 0

2 1
( ) , 3 ( ) , 1

9 2 1

x x
f x a f x a

x x
x x

f x a f x a
x x x

− −
= = = =

+
= = = = −

− + +

� 	


 �

  

  

  مثال
y

x

fC

1

1
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   مبرهنات النهايات 
fتفيد المبرهنات الآتية، التي سنعرضها في جداول،  في حساب نهايات التوابع  g+  وfg  وf

g
إذا  

. ℝمن  aأو عند نقطة ما  ∞−أو عند  ∞+إما عند . هذه النهايات مأخوذة gو fكنا نعرف نهاية 
لأحمر تدل على الحالات التي لا هي أعداد حقيقية. الخانات ذات اللون ا ℓ′و ℓفي الجداول أدناه 

. في بقية الحالات، نقبل النتائج المبينة وهي حالات عدم التعيينتسمح باستنتاج النهاية والتي نسميها 
سهلة التوقع حدسياً، فمثلاً إذا كان 

1
lim ( )
x
f x

→
= وكان  ∞+

1
lim ( ) 3
x
g x

→
فإننا نتوقع أن يكون   =

( )
1

lim ( )
x

f g x
→

+ = +∞.        

.1.4  #�$%� ���&  

  ∞+  ∞−  ∞+  f  ℓ  ℓ  ℓ نهاية

  ∞−  ∞−  ∞+  ∞−  ∞+  g  ′ℓ نهاية

f نهاية g+  ′+ℓ ℓ  +∞  −∞  +∞  −∞    

.2.4  '��(� ���&  
  f  ℓ  0>ℓ  0>ℓ  0<ℓ  0<ℓ  +∞  +∞  −∞  0نهاية

  ∞−أو ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  ∞−  ∞+  ∞−  ∞+  g  ′ℓنهاية

fg  ′⋅ℓنهاية ℓ  +∞  −∞  −∞  +∞  +∞  −∞  +∞    

.3.4 )*+�� ���&  

.1.3.4  ���&g ),-�� .��*/ 0  

  ∞−أو ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  ∞+  f  ℓ  ℓنهاية 

g  0′نهاية  ≠ℓ  +∞ 0  ∞−أو′ >ℓ  0′ <ℓ  0′ >ℓ  0′ <ℓ  +∞ أو−∞  

fنهاية

g
  

′
ℓ

ℓ
  0  +∞  −∞  −∞  +∞    

.2.3.4  ���&g  ),-�� .��*/  

  0  ∞−أو ℓ>0  ∞−أو  ℓ>0  ∞+أو ℓ<0  ∞+أو f  0>ℓنهاية 
  0  سالبة fوقيم  0  موجبة fوقيم  0  سالبة fوقيم  0  موجبة fوقيم  g  0نهاية 

fنهاية 

g
  +∞  −∞  −∞  +∞    
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.4.4  1�2�� 3�� 4�+5�  
عندما نكون بصدد حالة عدم تعيين فإننا لا نستطيع أن نحدد النهاية اعتماداً على الجداول السابق، وتلزم 

  الحالة. هذه الحالات الأربع هي دراسة أكثر تفصيلاً في هذه
»0

0
«   »∞

∞
«   »0 × ∞«   »∞ − ∞«  

هذه الكتابة هي رموز لتسهيل حفظ حالات عدم التعيين وليس لها معنى رياضي إذ لا يجوز مثلاً 
  أن يكون المقام معدوماً في الكسر الأول. 

    تكريساً للفهم 

  المبرهنات السابقة؟ فيد منكيف نست

   نهاية مجموع 				

• ( )2lim 1
x

x x
→+∞

+ + = 2limلأن   .∞+
x

x
→+∞

= )و ∞+ )lim 1
x

x
→+∞

+ = +∞. 

• ( )3lim
x

x x
→−∞

+ = 3limلأن   .∞−
x

x
→−∞

= limو  ∞−
x

x
→−∞

= −∞. 

   نهاية جداء  ����

• ( )
0

lim 1 0
x

x x
→

− ).  لأن = )
0

lim 1 1
x

x
→

− و =
0

lim 0
x

x
→

=. 

• lim (1 )
x

x x
→+∞

− = )لأن   .∞− )lim 1
x

x
→+∞

− = limو ∞−
x

x
→+∞

= +∞. 

   نهاية كسر   ����

• 
0

2 3
lim
x

x

x+→

−
= لأن   .∞−

0
lim 2 3 3
x

x
+→

− = يبقى موجباً و xو  −
0

lim 0
x

x
+→

=. 

1الكسر   •

1

x

x

+

−
، إذ نلاحظ أن نهاية البسط هي 1ليس له نهاية عند  

1
lim 1 2
x
x

→
+ أما المقام  =

1x. عندما يكون 0فنهايته  . ومن الجهة الأخرى ∞+هي الكسر إلى يكون المقام موجباً وينت <
1xنجد أنه عندما يكون المتحول   . أي لدينا∞−يكون المقام سالباً وينتهي الكسر إلى  >

1

1
lim

1x

x

x−→

+
= −∞

−
و    

1

1
lim

1x

x

x+→

+
= +∞

−
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   ت عدم تعيينحالا  

)لندرس سلوك التابع   • )
x

f x
x

 . ∞+عند  =

limنعلم أنّ 
x

x
→+∞

= limوأن  ∞+
x

x
→+∞

= أيضاً، إذن نحن هنا أمام حالة عدم تعيين من  ∞+

)الشكل  )∞

∞
1. ولكن 

( )
x

f x
x x

= يزول عدم التعيين ونجد  fوفي هذه الصيغة الجديدة للتابع  =

1
lim 0
x x→+∞

=.  

 

)لندرس سلوك التابع   • )g x x x=  .∞+عند  −
limنعلم أنّ 

x
x

→+∞
= limوأن   ∞+

x
x

→+∞
= أيضاً، إذن نحن هنا أمام حالة عدم تعيين من  ∞+

)الشكل  )+∞ − مبرهنات النهايات. حدسياً نتوقع أن يكون  لاستفادة من، ولا نستطيع الاستنتاج با∞
x  مهملاً أمامx كون قيم عندما تx  هي   ∞+ عندكبيرة. ونتوقع أن تكون نهاية التابع+∞ . 

1 عاملاً فنجد x رطِ يْ سَ المُ خرج الحد ذلك إثباتاً صحيحاً، نُ  لإثبات
( ) 1g x x

x

 = −   
نعلم أن و . 

1
lim 0
x x→+∞

1ومن ثَمّ  =
lim 1 1
x x→+∞

  − =  
lim. ولدينا، من جهة أخرى 

x
x

→+∞
= ، إذن لقد ∞+

limالمبرهنات ونجد:  منزال عدم التعيين ويمكننا أن نستنتج النهاية  ( )
x

g x
→+∞

= +∞. 

  ∞−أو  ∞+أي يمكن أن تكون النهاية في حالات عدم التعيين "يمكن أن يحدث أي شيء" 
  أو يمكن ألا تكون النهاية موجودةً. ℓأو عدداً حقيقياً 

 
    تَدربْ  

limالنهايات  احسب 				 ( )
x

f x
→+∞

limو ( )
x

g x
→+∞

)و  )lim ( )
x

f g x
→+∞

limو+ ( )( )
x

fg x
→+∞

limو ( )
x

f
x

g→+∞

    
  

  في كلٍ من الحالات الآتية.
( )g x x= )و       � ) 2 6f x x= +. 

�
2( )g x x= )2 و      − ) 3 9f x x= +.  

� 3( ) 2g x x= 1 و    −
( )f x

x
=.  
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  النهايات الآتية. احسب ����
3

1

0

2 201

2

2

2
lim lim ( )

1
2

lim 1 lim ( )

2
lim lim

1

5
lim ( ) lim

xx

xx

xx

x x

x x
x x

x

x x x
x

x
x

x x

x x
x x

+

+

+

→+∞→

→+∞→

→→

→−∞ →−∞

−
−

−
  + −  

  +   −

− −
−

� �

� �

� �

� �

  

  

  توابع كثيرات الحدود والتوابع الكسريةدراسة  

.1.5  ��� ���6� ��789 ���&+∞  ����−∞   

 .ثم ننتقل بعد ذلك إلى الحالة العامة الآتيلندرس المثال  •

  يأتيكما  ℝتابعاً كثير الحدود معرفاً على  fليكن  
3 2( ) 5 1f x x x x= − − +  

 قيماً كبيرة. وذلك لأن xعندما يأخذ المتحول  3xمهملين أمام  2xو 5xحدسياً نتوقع أن يكون 
2

3

1x

xx
3و = 2

1x

x x
  ولدينا =

1
lim 0
x x→+∞

2و =

1
lim 0
x x→+∞

و =
3

1
lim 0
x x→+∞

=  

، f. لنخرج الحد المسيطر عاملاً من عبارة fفي التابع كثير الحدود  الحدّ المسيطر 3xنسمي الحدّ 
  فنجد

3

2 3

1 1 1
( ) 1 5f x x

x x x

 = − − +   
.  

)لمّا كان  )2 3

1 1 1
lim 1 5 1
x x x x→+∞

− − + 3limو =
x

x
→+∞

= استنتجنا مباشرة، واستناداً إلى  ∞+

  مبرهنات النهايات، أنّ 
lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞.  

)فلدينا  ∞−أمّا عند  )2 3

1 1 1
lim 1 5 1
x x x x→−∞

− − + 3limو =
x

x
→−∞

=   ذن إ  .∞−

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞.  

 مثال
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 لندرس الآن الحالة العامة: •

1ليكن 
1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + +  (أي إنّ  nتابعاً كثير الحدود من الدرجة  ⋯+

0na 0x). عندما ≠   .الآتيبالشكل  f، يمكننا كتابة ≠
1 1 0

1
( ) 1n n

n n n
n n n

a a a
f x a x

a x a x a x

−

−

  = + + + +   
⋯  

nوذلك بإخراج الحد المسيطر 
na x عاملاً. لدينا  

1lim 0n

x n

a

a x
−

→+∞
1و...... و  =

1
lim 0

nx n

a

a x −→+∞
0lim و = 0n

x n

a

a x→+∞
=  

  ومنه نستنتج 
1 1 0

1lim 1 1n
nnx n nn

a a a

a x a xa x

−
−→+∞

  + + + + =  
⋯  

nهي نهاية الحد المسيطر ∞+عند  fنهاية التابع كثير الحدود  إذن
na x  نفسها. ونثبت بالأسلوب نفسه

  .وهكذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتية . ∞−النتيجة السابقة عند 

 
    1  هَنةمُبر 
، نهاية تابع كثير الحدود هي نفسها نهاية حده المُسيْطر، أي الذي له ∞−وكذلك عند ∞+ عند

  أعلى درجة.

  .∞−أو عند ∞+إلى أنّ ما سبق ليس صحيحاً إلاّ عند  تنبّه  

  
• ( )2lim 5 6 1

x
x x

→+∞
− + = 2limلأن  ∞+ 5

x
x

→+∞
= +∞. 

• ( )4 3lim 3 2 1
x

x x x
→+∞

− + − + = 4limلأن  ∞− 3
x

x
→+∞

− = −∞. 

• ( )3 2lim 4 2 4
x

x x
→−∞

− + = 3limلأن  ∞− 4
x

x
→−∞

= −∞. 

 

  دراسة تابع كثير الحدود من الدرجة الثالثة.

3 بالعلاقة  ℝالتابع المعرّف على  fليكن  21
( ) 2 3 1

3
f x x x x= − + −  f التابع. ادرس +

  .fC وارسم المنحني
  

 مثال

 مثال
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 ومشتقه هو ℝقابل للاشتقاق على و  معرففهو الحدود، تابع كثير  f الاطراد •

2( ) 4 3f x x x′ = − + −  
)لندرس إشارة المشتق الذي هو كثير حدود من الدرجة الثانية  )2 4 3x x− + . إذن 3و 1جذراه  −

2 4 3 0x x− + − [في المجال  x عندما يكون <   ويكون سالباً خارج هذا المجال.  1,3]
  الاطرادوهكذا نكتب جدول 

1 3

( ) 0 0

1
( ) 1

3

x

f x

f x

−∞ +∞

′ − + −

−ց ր ց

  

1xهناك قيمة صغرى محليّاً عند  1دها هي ، وقيمة التابع عن=
(1)

3
f = محليّاً  كبرى. وهناك قيمة −

3x دعن (3)،  وقيمة التابع عندها هي = 1f =.  

 التابع تغيراتجدول  •

تابع كثير حدود،  f : التابعدراسة النهايات عند أطراف مجموعة التعريفنضيف إلى الجدول السابق 

هي نهاية الحد المسيطر ∞+إذن نهايته عند 
3

3

x
lim أي − ( )

x
f x

→+∞
= limو ∞− ( )

x
f x

→−∞
= +∞ .

 وبذلك نكمل الجدول السابق فيصبح

1 3

( ) 0 0

1
( ) 1

3

x

f x

f x

−∞ +∞

′ − + −

+∞ − −∞ց ր ց

 

هنا من المعلومات المسجلة في الجدول نستفيد  .رسم المنحني •
السابق. ويمكننا زيادة دقة الرسم بحساب إحداثيات بعض النقاط 

 الإضافية من المنحني:

1 0 2 4

19 1 1
( ) 1

3 3 3

x

f x

−

−

  

)كذلك نعرف أن  ) ( )1 3 0f f′ ′=   أي إن المماس في هاتين النقطتين أفقي. =

)النقطة يظهر من الرسم أن  )1
2,

3
. نتحقق من ذلك بحساب fC هي نقطة تناظر للمنحني 

)المقدار:  ) ( )2 2f h f h+ + 2، فنجد −

3
.  

  

    الحل

x

y

3

1
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.52. ��� .)*9 ���/ ���&+∞ ���� ،−∞  
 د ذلك إلى الحالة العامة. عثم ننتقل ب الآتيال لندرس المث •

}على  اً معرف اً كسريّ  اً تابع fليكن   }\ 1ℝ :  يأتيكما  �
2 3 6

( )
1

x x
f x

x

− +
=

−
.  

)2حدود القسمة تابع كثير خارج هو  fإن  ) 3 6P x x x= −  تابع كثير الحدود على +
( ) 1Q x x= عند  Q نهاية، وكذلك ∞+ أي 2xهي نهاية حده المسيطر  ∞+عند  P . نهاية −

). لإزالة عدم التعيين ∞+أي  xهي نهاية حده المسيطر  ∞+ )∞

∞
نخرج الحد المسيطر من كل من  

0xالبسط والمقام وذلك في حالة   فنجد ≠

2

2 2

3 6 3 6
1 1

( )
1 1

1 1

x x
x xx x

f x

x
x x

     − + − +        
= =

     − −        

  

) ولكن لدينا )2

3 6
lim 1 1
x x x→+∞

− + )و = )1
lim 1 1
x x→+∞

− . نستنتج بناءً على مبرهنات النهايات أنّ =

lim ( )
x

f x
→+∞

=   .  ونجد بأسلوب مشابه∞+

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞. 

  هو كما في المثال السابق تماماً  هاإثباتعلماً أنّ  ةتيالآنقبل صحّة المبرهنة  الحالة العامة: •

 
    2مُبرهَنة  

  ، نهاية التابع الكسري∞−، وكذلك عند∞+عند 
0

0

( )
n

n

p
p

a x a
x f x

b x b

+ +
=

+ +

⋯
֏

⋯
) إذ   )0, 0n pa b≠ ≠  

هي نفسها نهاية   
n

n
p

p

a x
x

b x
֏.  

  .∞− أو عند ∞+إلى أنّ ما سبق ليس صحيحاً إلاّ عند  تنبّه

  
• 

2

5

5 1
lim 0
x

x x

x x→+∞

 − +   =   + 
لأن  

2

5 3

1
lim lim 0
x x

x

x x→+∞ →+∞
= =. 

• 
3 51 3

lim
2 2x

x

x x→−∞

 +  =  + 
3لأن   3 3

lim lim
2 2 2x x

x

x→−∞ →−∞
= =. 

• 

3 7
lim

9x

x x

x→+∞

 −   = +∞   + 
لأن  

3
2lim lim

x x

x
x

x→−∞ →−∞
= = +∞. 

 مثال

 مثال
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.3.5 :;�
� ���	
�  

) :حدودالقسمة تابعين كثيري خارج  Fالتابع الكسري لنتأمّل  )
( )

( )

A x
F x

B x
  ولنفترض أنّ  .=

deg 1 degA B= +  
)عندئذ بإجراء قسمة إقليدية لكثير الحدود  )A x و( )B x  نجد أنّ خارج القسمة( )Q x  هو كثير حدود من

)الدرجة الأولى:  )Q x ax b= )أمّا باقي القسمة   + )R x   من  أصغر تماماً فهو كثير حدود درجته
)(وقد يكون معدوماً). في هذه الحالة نستنتج من المساواة  Bدرجة  ) ( ) ( ) ( )A x Q x B x R x=   أنّ  +

( ) ( )F x ax b r x= + )  حيث + )
( )

( )

R x
r x

B x
aو  = ∗∈ ℝ  وb ∈ ℝ  

  بوجه خاص يكون لديناو 
lim ( ) 0
x

r x
→−∞

limو  = ( ) 0
x
r x

→∞
=.  

  
yإلى المستقيم ذي المعادلة  dلنرمز بالرمز ax b= )ولنتأمّل النقطة . متجانسفي مَعْلم  + , ( ))N x f x  

)والنقطة   fالتابع من منحني  xالتي فاصلتها  , )P x ax b+  التي فاصلتهاx  من المستقيمd عندئذ .
  نلاحظ أنّ 

( ) ( ) ( )PN f x ax b r x= − + =  
كبيراً بالقيمة المطلقة.  xا يصبح من الصفر عندم PNوتقترب المسافة 

كبيراً بالقيمة  xعندما يصبح  dأي إنّ منحني التابع يقترب من المستقيم 
 ∞+ (عند fCمقارباً مائلاً للمنحني  dالمطلقة. نسمي المستقيم 

  ).∞−وعند
  
  

 التابع الكسري يكتب 
2 1

( )
5( 1)

x
F x

x

+
=

−
  بالصيغة المُكافئة: 

1 1
5 5

2
( )

5( 1)
F x x

x
= + +

−
  

1هنا لدينا  1 2
, , ( )

5 5 5( 1)
a b r x

x
= = =

−
   ونلاحظ أنّ  ،

lim ( ) 0
x

r x
→−∞

limو  = ( ) 0
x

r x
→−∞

=.  

1إذن المستقيم الذي معادلته  1
5 5

y x=   .FCمقارب للمنحني  مستقيم هو +
  

 مثال

x

( )F x
N

P

d

FC

x

y
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    تكريساً للفهم 

  أيمكن للمنحني أن يقطع مقاربه المائل؟ 

  العلاقة ب ℝ{0}\المعرف على fالتابع  ليكن 

2

1 1
( ) 1f x x

x x
= + + +  

1yالذي معادلته  dإنّ المستقيم  x=   وذلك لأنّ الفرق ،  fCمستقيمٌ مقارب للمنحني  +

( )
2

1 1
( ) 1f x x

x x
− + = +  

  .∞−، وكذلك عند∞+الصفر عند يسعى إلى
    المقدار وهنا نلاحظ أنّ إشارة

( )
2

1
( ) 1

x
f x x

x

+
− + =  

1xهي إشارة البسط   1x، فعندما + > ، وفي حالة dالمستقيم فوق  الموافق المنحنيقع جزء ي  −
1x < )المنحني يقطع المقارب في النقطة و . dالمستقيم  تحت الموافق المنحنيقع جزء ي  − 1,0)A −.  
  

  لمنحن؟ مستقيم مقاربت أن مستقيماً معطى هو كيف نثب 

}المعرف على  fلنتأمّل التابع   }\ 2ℝ :بالصيغة 
22 3 5

( )
2

x x
f x

x

− +
=

−
.  

2 الذي معادلته dأثبت أن المستقيم  .1 1y x=   .fمقاربٌ مائل لمنحني التابع  +
  .dادرس وضع المنحني بالنسبة إلى المقارب  .2

yالذي معادلته  dعموماً، لإثبات أنّ المستقيم  ax b= ، ∞+عند  f ابعمقارب لمنحني الت +
limنثبت أنّ  ( ) ( ) 0

x
f x ax b

→+∞
 − + =  وكذلك نفعل عند .−∞.  

) لمقارب، ندرس إشارة الفرقإلى اولدراسة وضع المنحني بالنسبة  ) ( )f x ax b− +.  

   
  نلاحظ أولاًّ أنّ 1. 

22 3 5 7
( ) (2 1) (2 1)

2 2

x x
f x x x

x x

− +
− + = − + =

− −
  

7و
lim 0

2x x→+∞
=

−
2 الذي معادلته d. إذن المستقيم  1y x=  fمستقيم مقارب لمنحني التابع  +

7. وكذلك ∞+عند 
lim 0

2x x→−∞
=

−
  . ∞−عند  fهو أيضاً مستقيم مقارب لمنحني التابع  dإذن  

 مثال

 مثال

    الحل

fC

d

A

y

x
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7إشارة الفرق  إنّ  2.
( ) (2 1)

2
f x x

x
− + =

−
2xإشارة المقام  هي  2x. أي إذا كان ذاتها − كان  <

( ) (2 1) 0f x x− + نّ جزء الخط البياني الموافق لقيم < ي إ 2x، أ ذا كان  < يقع فوق المقارب. وإ
2x )كان > ) (2 1) 0f x x− + 2xأي إن جزء الخط البياني الموافق لقيم  >   يقع تحت المقارب. >
 

 
    تَدربْ  

  النهايات الآتية. احسب 				
3

3
5 4

2

8 2

2 2

2

2

2
lim lim (2 )

lim ( 3 1) lim

3 2 1
lim lim

1
4

lim ( ) lim

x x

x x

x x

x x

x x
x x

x

x x
x x

x
x x

x x x
x

x x
x x

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

→+∞ →−∞

→−∞ →−∞

−
−

−
+ −

+

− −

− −
−

� �

� �

� �

� �

  

  
}المعرف على  fليكن التابع   ���� }\ 0ℝ  1وفق

( ) 1f x x
x

= − ي معلم خطّه البياني ف fC. وليكن −

  متجانس.
1yذا المعادلة  ∆يقبل المستقيم  fCأثبت أنّ  .1 x=  مقارباً مائلاً. −
 .fC بالنسبة إلى المنحني ∆ ادرس وضع المقارب .2
 .fCثم  ∆. ارسم fادرس التابع  .3
)عدد حلول المعادلة  mناقش تبعاً لقيم الوسيط  .4 )f x m=. 
yعندما يقطع المستقيم الذي معادلته  .5 m=  المنحنيfC في نقطتين مختلفتين M وN عيّن 

]منتصف القطعة  Iإحداثيات النقطة  mبدلالة  ]MN. 
ثم أثبت   Bو A إحداثيات عيّنحيث يكون المماس أفقياً.  fC إلى النقطتين من Bو Aلنرمز .6

  تقع على استقامة واحدة. Iو Bو A أن النقاط الثلاثة
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 ����� ����� ����� �����        

  ثلاثيات الحدود من الدرجة الثانية 

  عموميات �
  :من الشكلبصيغة  ℝمعرف على  fكل تابع  حدود من الدرجة الثانيةالثلاثي  تذكّر أنّ 

2 , 0x ax bx c a+ + ≠֏  
  .Pقطعاً مكافئاً  fنسمي المنحني الممثل للتابع 

1. a.  ادرس، مناقشاً وفق إشارةa ّنهايتي ،f  وعند  ∞+عند−∞. 
.b  احسب( )f x′  التابع وادرسf مناقشاً وفق إشارة ،a. 
.c  التابع. تغيراتاكتب جدول  

 .الآتيةبالاستعانة بالنتائج السابقة علل كلاً من العبارات  .2
.a  فتحة القطع المكافئP 0 من الأعلى عندما تكونa 0a، ومن الأسفل عندما < <. 
.b 0 إذا كانتx  فاصلة الذروةS  في القطع المكافئP كان ،( )0 0f x′ =. 
.c  0المستقيمx x=  هو محور تناظر للقطع المكافئP ىالأولالوحدة . (راجع.( 
.d  عندما يكون للمعادلة( ) 0f x يقطع القطع المكافئ محور الفواصل  2xو 1xن مختلفان اجذر  =

)في نقطتين هما  ) ( )1 2, 0 , , 0x x 1، ويكون 2
0 2

x x
x

+
=. 

  كيف نرسم قطعاً مكافئاً بسرعة؟ �

)إلى القطع المكافئ الممثل لمنحني التابع  Pلنرمز بالرمز )21
: 6 5

2
f x x x− +֏.  

)توثّق أنّ للمعادلة  1. ) 0f x   جذرين مختلفين. =

  ، وارسم محور تناظره.Pذروة القطع  Sات إحداثي عيّن 2.

)بالنقطة  Pيمر 3. )5
0,

2
). كيف نستنتج، دون حساب، أنه يمر بالنقطة  )5

6,
2

  أيضاً ؟ 

  ؟ Pأين تقع فتحة القطع  4.

  بسرعة. ارسمه. P، وبعض النقاط المساعدة لرسم تكفي هذه المعلومات 5.
  تطبيق �

  أعد الخطوات السابقة لترسم الخطّين البيانيين للتابعين
2: 2f x x x− + −֏              2: 2 4 1f x x x+ +֏  
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  التوابع الهوموغرافية  

  مومياتع �

نّ تابعاً  ،قولن axإذا كان من الصيغة  هوموغرافي fتعريفاً، إ b
x

cx d

+

+
,و  ֏ , ,a b c d  أعداد حقيقية

0cتحقق  0adو ≠ bc− ≠.  
0cإذا كان  f التابعماذا نسمي  1.   ؟ =
0adلنشرح ما فائدة الشرط  2. bc− 0ad. بافتراض أنّ ≠ bc−      تابعٌ ثابت.  f ، تيقّن أن=

dغير  x(أياً كانت 

c
)، كان − )

a
f x

c
=( 

  دراسة بعض التوابع الهوموغرافية �

.1 a.  3ادرس التابع 4
:

2 4

x
f x

x

−

−
 .fC خطّه البياني، وارسم ֏

b.  ّالنقطة  أثبت أن( )3
2

2,I  .لاحظ أن النقطة و هي مركز تناظر لمنحني التابعI  هي نقطة تقاطع
  المقاربين.

.c  أي تُكتب معادلته في جملة محاور معينة بالشكل  قطع زائدلنثبت أنّ منحني هذا التابعa
Y

X
= .

)نتأمّل المعلم  ), ,I i j
� )ونرمز بالرمز  � ),X Y ي نقطة تلإحداثيM  ّه في هذا المَعْلَم فيه. أثبت أن

1المعادلة  fCيقبل المنحني 
Y

X
  ه قطع زائد.، أي إنّ =

)في الجملة  M: أثبت أنه إذا كانت إحداثياتها النقطة مساعدة ), ,O i j
� )هي  � ),x y كان ،

2x X= 3و +

2
y Y=  . (راجع الفصل الأول).+

.2 a.  3ادرس التابع 5
:

2 3

x
f x

x

−

+
  .fC ، وارسم المنحني الممثل له֏

.b أثبت أن نقطة تقاطع المقاربينI هي مركز تناظر للمنحني fC.  

.c  3أعد ما سبق مع التابع
:

2

x
f x

x

− +

−
֏.  

  مركز التناظر في الحالة العامة �
:ليكن التابع الهوموغرافي 

ax b
f x

cx d

+

+
0c، مع ֏ 0adو ≠ bc− ≠ .  

limن أنّ تيقّ  1. ( )
x

a
f x

c→+∞
dمن اليمين عند النقطة  fأن نهاية ، و =

c
. ∞−أو  ∞+هي  −

aالمستقيمان 
y

c
dyو   =

c
=   .fCهما إذن مقاربان للمنحني  −

  .fCهي مركز تناظر للمنحني  Iأثبت أن نقطة تقاطع المقاربين  2.
 

 2 نشاط
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  دراسة تابع  
}المجموعة المعرف على fليكن التابع  }\ 1,2−ℝ بالعلاقة  

2

( 2)
( )

( 1)( 2)

x
f x

x x

+
=

+ −
  

)في مَعْلَم متجانس  fيهدف هذا النشاط إلى دراسة ورسم التابع ), ,O i j
� �.  

  مراحل دراسة تابع �
  دما لا تكون معطاة في نص السؤال.، عنD مجموعة التعريف عينت .1
، وفي هذه الحالات يمكن اقتصار الدراسة على جزء دورياً أو  فردياً أو  زوجياً تبيان إذا كان التابع  .2

  من مجموعة التعريف، واستنتاج بعض الخصائص الهندسية للمنحني.
  .والصغرى محلياً  الكبرىالقيم وتعيين  التابع اطراددراسة  .3
  أطراف مجموعة التعريف، وتحديد المقاربات إن وجدت. عند النهاياتدراسة  .4
  التابع. في جدول تغيراتتلخيص هذه المعلومات كلها  .5
  تطبيق  �

  لنطبق ما سبق على التابع المعطى أعلاه.

[لماذا مجموعة تعريف التابع هي  .1 [ ] [ ] [, 1 1,2 2,−∞ − ∪ − ∪   ؟∞+
)احسب  .2 )f x′ اطراد التابع ، وادرسf والصغرى محليّاً إن وجدت. الكبرى. عين القيم  
)ادرس إشارة المقدار  .3 )( )1 2x x+  . وعلّل لماذا لدينا−

( )1

lim ( )
x

f x
−

→ −

= و  ∞+
( )1

lim ( )
x

f x
+

→ −

=   ؟∞−

  . واستنتج المقاربات الشاقوليّة. 2بالمثل عين نهاية التابع من اليمين ومن اليسار عند  .4
  . واستنتج معادلة المقارب الأفقي.∞−وفي  ∞+لحساب النهايات في  2.المبرهنة  فد مناست .5

6ا يقطع مقاربه الأفقي في نقطة فاصلته fCأثبت أن المنحني  .6

5
وادرس وضع المنحني بالنسبة  −

  إلى المقارب الأفقي.
 ضع النتائج السابقة في جدول تغيرات. .7
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  رسم المنحني الممثل للتابع �

  من المفيد عند رسم الخط البياني لتابع الاهتمام يما يلي:

  في حال وجودها. المقارباترسم  �
والتقاطعات مع ، والصغرى محليّاً  الكبرىالقيم ها، وخصوصاً تعيين بعض النقاط بحساب إحداثيات �

  . المحاور
  والصغرى محليّاً. الكبرىفي بعض النقاط وخصوصاً عند القيم  المماساترسم  �
  ، كالتناظر بالنسبة إلى نقطة، أو بالنسبة إلى محور.لمنحنيل الهندسية خواصال ملاحظة �

  طبق ذلك وارسم منحني التابع المدروس أعلاه.
  جماعة من المنحنيات 

3عدداً حقيقياً، ولنعرف التابع كثير الحدود  mليكن  2( ) 1mf x x mx mx= − + −.  

. نعرّف إذن mCومنحنياً  mfتابعاً  m ، فنقرن بكل عدد حقيقيmfإلى منحني التابع  mCنرمز بالرمز
  .m جماعة من التوابع المتعلقة بالوسيط

  :mثابتتين أي لا تتبعان الوسيط  Bو Aتمر بنقطتين  mCلنثبت أن كل المنحنيات  1.

a.  0أثبت أن المنحنيينC  1وC  يشتركان بنقطتينA وB   تعينهما.يُطلب  

.b  أثبت أن كل المنحنياتmC .تمر بالنقطتين المعينتين في الطلب السابق 

)لنبحث عن حلول المعادلة  2. ) 0mf x   :mوذلك عند كل قيمة للعدد =

.a ن أنه مهما تكنتيقx وm  يكن( ) ( )( )2( ) 1 1 1mf x x x m x= − + − +.  

.b استنتج عدد حلول المعادلة، وذلك تبعاً لقيمة العددm. 

2. a.  احسب( )mf x′ وعين إشارته تبعاً لقيمة العددm.  

.b  زاً الحالتين  راتتغياكتب جدولالآتيتينالتابع ممي:  

] [1,3m ∈ [أو     − [ ] [, 1 3,m ∈ −∞ − ∪ +∞ 

 0Cو 3Cو 1Cجانس نفسه، الخطوط البيانيّة وأنشئ، في المَعْلَم المت −2fو 0fو 3fو 1fادرس التوابع  3.
  .  C−2و

  

 4 نشاط
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limالنهايات  احسب  ( )
x

f x
→+∞

limو  ( )
x

g x
→+∞

)و  )lim ( )
x

f g x
→+∞

، وذلك في كلٍ من الحالات +

  .الآتية
	 ( )g x x= )و  − ) 2 1f x x= +. 

� 2( )g x x= )2و  − ) 1f x x= +. 

� ( ) 2g x x= 1و  −
( )f x x

x
= +. 

limالنهايات  احسب  ( )
x

f x
→+∞

limو  ( )
x

g x
→+∞

limو  ( )( )
x

fg x
→+∞

  .، وذلك في كلٍ من الحالات الآتية

	 1
( )g x

x
)2و  = )f x x=. 

� ( )g x x=  و
2

1
( )f x

x
= −. 

� 
3

2
( )g x

x
)3و  = ) 5 1f x x= +. 

limالنهايات  احسب  ( )
x

f x
→+∞

limو  ( )
x

g x
→+∞

limو  ( )
x

f
x

g→+∞

    
، وذلك في كلٍ من الحالات 

  .الآتية

	 2
( )g x

x
و   =

1
( )f x

x
=. 

� 1
( )g x

x
= و  −

2

2
( )f x

x
=. 

� 
2

1
( )g x

x
1و  =

( )f x
x

=. 

م مناقشة وجود نهاية من اليمين المعطاة. قد يلز  a ادرس نهايات التوابع المبينة أدناه عند النقطة 
  ومن اليسار في بعض الحالات.

2

2 2

3 1 2 5
( ) , 0 ( ) , 0

2 1
( ) , 1 ( ) , 2

1 6

x x
f x a f x a

xx
x x

f x a f x a
x x x

+ −
= = = =

+
= = = =

− + −

� 	


 �

  

  .∞−وعند ∞+نهايات التوابع الآتية عند احسب 
3 2 2

2 3 3 6

( ) 1 ( ) 3 1

( ) 2 ( ) 10 5 10

f x x x f x x

f x x x f x x x−

= + − = +

= − − = − +

� 	


 �
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  ة.لكلٍ من التوابع الكسري ∞−عند و  ∞+ عندأوجد النهاية  

  

( )

2 2

2 2

2 5

2

3

2 3

3 12 3 2
( ) ( )

1 2

12
( ) ( )

5 8

3 1 10
( ) ( )

0.17

5 2
( ) ( )

3 2 1

x x
f x f x

x x

x x
f x f x

x x

x x
f x f x

xx

x x x
f x f x

x x x

− + −
= =

− +

− +
= =

+ −

+ −
= =

+

− + +
= =

− +

� 	


 �

 �

� �

  

 �� ���� ����������  

المبين أدناه، عين مجموعة تعريف كل تابع، ونهاياته عند أطراف  تغيراتاداً على جدول الاعتم  
  تعريف، ومجالات التزايد والتناقص.مجموعة ال

  

 ��
� �� !"��� �����  

. هل يمكنك توقع المقاربات من تغيراتعلى منحني التابع المبين أدناه، اكتب جدول ال اعتماداً 
  ؟الرسم

	 

x2

2

y

                      

� 

x

y

5
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2 3 4

0 0
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x

f

f

−∞ − +∞

′ + + − +
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f

−∞ − +∞

′ − + − +
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�
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2 0 1

x
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−∞ +∞
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0
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x
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f
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  ، مبيناً محور التناظر، ثم ارسم الخطوط البيانيّة التي تمثلها.الآتيةادرس التوابع  

( )( )

2 2

2

( ) 2 3 ( ) 5 6

( ) 2 1 3 ( ) 2

f x x x f x x x

f x x x f x x x

= − + + = − +

= − − = − −

� 	


 �
 

المعطاة هي مركز تناظر الخط البياني للتابع، ثُم ارسم  I، مبيناً أن النقطة الآتيةدرس التوابع ا 
  هذا الخط. 

3

3

3 2

3 2

( ) 1, (0,1)

( ) 4 1, (0, 1)
3

( ) 3 9 1, ( 1,10)

3 1 5
( ) 1, ,

2 2 4

f x x x I

x
f x x I

f x x x x I

f x x x I

= − +

= − − −

= + − − −

 = − − − − −   

	

�

�




  

كز التناظر والمقاربات في حال وجودها. ثم ارسم خطوطها ، وحدد مراالآتيةادرس التوابع الكسرية  
  البيانيّة.

  
10 2

( ) ( )
5 3

3 1 1
( ) ( ) 3

1 2

x x
f x f x

x x
x

f x f x
x x

−
= =

− −
+

= = +
− +

� 	
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، fCالمعطى هو مقارب مائل لمنحني التابع  ∆، وأثبت أن المستقيم f ادرس التابع الكسري 
  :الآتية، في كلٍ من الحالات fCبالنسبة إلى المقارب، ثُمّ ارسم  fCادرس وضع 

  2

2

2

3
: 2, ( ) 2

1 1 1
: , ( )

4 4
5 1

: 5, ( )

3 6 2
: 2, ( )

3

y x f x x
x

x x
y f x

x
x x

y x f x
x

x x
y x f x

x

∆ = − = − +

+ +
∆ = = −

+ −
∆ = + =

− +
∆ = − =
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�




  

31التابع كثير الحدود  bنقرن بكل عدد حقيقي  
( ) 2

3
f x x bx= + +.  

2yموازياً للمستقيم  1ليكون المماس في النقطة التي فاصلتها  bعين .1 x=. 
  .fCوارسم خطّه البياني  fادرس التابع  .2
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   لنتعلمّ البحث معاً 

)من الشكل  f هل يوجد تابع كسري  )
ax b

f x
cx d

+
=

+
)يحقق   )2 1f ، ويقبل خطّه البياني =

fC  1مقاربينx 1yو =   ؟=
  حلّ نحو ال  ��

   .فهم السؤال �
,تعيين الأعداد الحقيقية نهدف إلى  , ,a b c d  ثم تعيين ومن( )f x الذي يحقق ثلاثة شروط وهي:  
(2) 1f = 1xو 	 = 1yو fCمقارب لـ  � =   .fCمقارب لـ  �

   .بحثاً عن طريق  �
 أن استنتجنا ينمقاربمستقيمين  fC لخطيحقق الشرط المعطاة. لمّا كان ل fلنفترض وجود تابع  ����

0c ) بالصيغة:يمكننا كتابة التاّبع  cام على إذن بقسمة البسط والمقو  ≠ )
px r

x f x
x

+
=

+
֏

ℓ
   

  ؟ pفي تعيين  �كيف نستفيد من الشرط  ����
  ؟ ℓفي تعيين  �كيف نستفيد من الشرط  ����
  ؟ rفي تعيين  	كيف نستفيد من الشرط  ����
  . هاجميع المسألةشروط نص وجدته يحقق الذي  fالتابع  تحقق أنّ  ����

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

مماساً أفقياً في  fCمن الدرجة الثالثة، فردي، ويقبل خطّه البياني  fبع كثير حدودهل يوجد تا 
)النقطة  )1,1A؟  

  نحو الحلّ   ��

   .فهم السؤال �
3 كتب بالصيغةب fتابع لنفترض وجود  2( )f x ax bx cx d= + +  bو aتعيين الأعداد  إلى هدفن +

fيحقق الشرطين  fالتي تجعل  dو cو )مماساً أفقياً في  fCيقبل  �فردي و 	 )1,1A.  
   .بحثاً عن طريق  �

 ، ماذا تستنتج؟f(0)يفيد في تعيين  	الشرط  ����
(1)يفيد في حساب  	الشرط  ���� ( 1)f f+   ؟dو bأيضاً، ماذا تستنتج بشأن الثابتين  −
f(1)و  f(1) يفيد في تعيين �الشرط  ����  .fواستفد من ذلك في تعيين  عيّنهما ،′

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 
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  .الآتيةحل المتراجحة  
2 4

7 4
1

x
x x

x

+
− + − <

−
  

  نحو الحلّ   ��

   .فهم السؤال �
نلاحظ أنّ لكل طرف من طرفي المتراجحة المعطاة صيغة تابع نعرف كيف ندرسه وكيف نمثّل خطه 

)لنرمز إذن إلى الطرف الأيسر بالرمز  انيالبي )f x  وإلى الطرف الأيمن بالرمز( )g x.  ولنحاول حل
)المتراجحة  ) ( )f x g x<.  

   .بحثاً عن طريق  �
)2وفق  Rالمعرف على  fادرس التابع  ���� ) 7 4f x x x= − + −. 
 في مَعْلم متجانس. fالممثل للتابع  fC البياني الخطّ ارسم  ����

}المعرف على  gادرس التابع  ���� }\ 1ℝ  4وفق
( )

1

x
g x

x

+
=

−
. 

 في المَعْلم نفسه. gالممثل للتابع  gCارسم المنحني  ����

2المعادلة  جبرياً حل  ���� 4
7 4

1

x
x x

x

+
− + − =

−
. 

 . المطلوبة استنتج من كل ما سبق حلول المتراجحة ����

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

  

         قُدُماً إلى الأمام

 #$
% &�'%  

)عين النقطة  .1 )2,1A :في مَعْلَم متجانس، وارسم المستقيمين − 1d x = :و  − 2y∆ =. 

)ليكن التابع   .2 )
ax b

f x
x c

+
=

+
 Aللتابع  بالنقطة  fCليمر الخط البياني  cو bو a. عين الأعداد

 مقارباً أفقياً.  ∆مقارباً شاقوليّاً، و dويقبل 

 .fCوارسم  fلتابع ادرس ا .3

2:  الآتيالمعرفة على الوجه  mfجماعة التوابع  لنتأمّل 
( )

mx
f x

x m

+
=

−
m حيث  ∈ ℝ.    نرمز

المماس في «التي تحقق  mC. عين الخطوط البيانيّة mCبالرمز  mfي للتابع إلى الخط البيان
2xالنقطة التي فاصلتها  3الذي معادلته  dيوازي المستقيم  = 0x y+ )و  = )2 0f ≥.«  



  

133  

  #$�(% �"�)*   

وارسم الخط البياني الممثل لكلٍ منها، وفي حال وجود مقارب أفقي أو مائل  الآتيةادرس التوابع   
  معيناً نقاط التقاطع معها. بين وضع المنحني بالنسبة لهذه المقاربات،  ∆

3

2

4 2

2 2

2 2

2

( 2)( 3)
( ) 2 ( )

( 1)

1
( ) 2 1 ( ) 2

1 1
( ) ( ) 2 1

1

( 1) 1
( ) ( )

( 3) 1

x x
f x x x f x

x

f x x x f x x
x

f x f x x
x x

x x
f x f x

x x x x

− +
= + − =

−

= − + − = − +

= = − +
+

− −
= =

− + +

� 	


 �

 �

� �

 

  الآتية.ولنتأمّل التوابع الثلاثة عدداً مختلفاً عن الصفر.  bلتكن  
2

2
( )

2
2

( )
( 1)( 2)

1
( ) 1

1 2

x bx
f x

x x
x b

g x
x x

b
h x

x x

+
=

− −
+

=
+ −

= + +
+ −

      

  قاربات له، وليس له مقاربات غيرها؟م الآتيةأي هذه التوابع يقبل المستقيمات الثلاث  .1
1 2: 1, : 1, : 2y d x d x∆ = = − =  

1xعند  ∆يقطع المستقيم  1.التي تجعل منحني التابع المعين في الطلب  bعين قيم العدد  .2 =. 
 .Oالمبدأ  في مماساً أفقياً  1.كي يكون لمنحني التابع المعين في الطلب  bعين قيم العدد   .3

}المعرفين على  gو fليكن التابعين   }\ 0ℝ  بالعلاقتين:  

( )

2

1

x
f x

x
=

−
)و    )

( )2

1
1

1
g x x

x
= + +

−
.  

نقاط تقاطع المنحنيين  عيّنالمقاربات الشاقوليّة والمائلة نفسها. ثم  gCو  fCأثبت أنّ للمنحنيين 
  إن وُجدت.

}المعرف على  fليكن التابع   }\ 1,4ℝ  وفق( )
( 1)( 4)

x
f x

x x
=

− −
 خطّه البياني. fCو ،

 .fC، ثم ارسم fادرس التابع  .1
)عدد حلول المعادلة  mم الوسيط بالاعتماد على الرسم، ناقش تبعاً لقي .2 )f x m=.  
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الخطّان البيانيّان  gCو fCبين صحة أو خطأ كل من المقولات الآتية مُعللاً إجابتك. ليكن  
  ممثلان للتابعينال

22 4
( )

1

x x
f x

x

− −
=

−
و    

2
( ) 2 1

( 1)

x
g x x

x
= + +

−
  

  المقاربات نفسها. gCو fCللخطّين البيانيين  	
  نقاط تقاطع. gCو fCليس للخطّين البيانيين  �
  مركز تناظر. gCو fCلكلٍ من الخطّين البيانيين  �

وفق  ℝعرف على الم fليكن التابع     
3

2( ) 2 4 1
3

x
f x x x= + − خطّه البياني  fC . وليكن+

  في معلم متجانس.
 .fادرس التابع  .1
)أثبت أن للمعادلة  .2 ) 0f x αحل وحيد  = ∈ ℝ قيمة  احسب. وα  210بتقريب−. 
)استنتج مما سبق إشارة  .3 )f x ثم ارسم المنحني ،fC. 

 

1التابعين المعرفين كما يلي:  2fو 1fليكن         
2

( )
1

x
f x

x

−
=

+
2و 

2
( )

1

x
f x

x

−
=

−
.  

 معلم نفسه.في ال 2Cو 1C ، وارسم خطيهما البيانيين2fو 1f التابعين من كلاً ادرس  .1

2 المعرف وفق fالممثل للتابع fCاستنتج مما سبق الخط البياني .2
( )

| | 1

x
f x

x

−
=

+
. 

0xالاشتقاق عند  fهل يقبل التابع  .3  ؟  =
 

3وفق :  ℝالمعرف على  fليكن التابع       23 9
( ) 4

2 2
f x x x= − خطّه البياني  fC، وليكن +

  في معلم متجانس. 
 .fدرس التابع ا .1
 . fCثم ارسم  fCهي مركز تناظر للمنحني  I(1,1)أثبت أن النقطة  .2
23وفق  ℝالمعرف على  gليكن التابع  .3

( ) 6 4
2

g x x x= − بياني. ادرس خطّه ال gC. وليكن +

 في المعلم نفسه.  gC، ثم ارسم gالتابع 
 . gCو fCعيّن نقاط التقاطع الممكنة بين  .4
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مماساً أفقياً في النقطة  fCمن الدرجة الثالثة، ويقبل خطّه البياني  fهل يوجد تابع كثير حدود    
( )0,3A ومتناظر بالنسبة إلى النقطة ،( )1,2I ؟ في حال وجود هذا التابع ادرسه وارسم خطّه
  .البياني

3كما يلي  ℝالتابع المعرف على  fليكن  2( ) 3 5 4f x x x x= − − خطّه  fC . وليكن+
  البياني في معلم متجانس.

 .fادرس التابع  .1
,1)أثبت أن النقطة  .2 3)I  .fC. ثُمّ ارسم الخط البياني fC هي مركز تناظر للمنحني −
}المعرف على gليكن التابع  .3 }\ 1−ℝ  4وفق

( )
1

x
g x

x

−
=

+
خطّه البياني. ادرس  gC. وليكن 

 في المعلم نفسه. gCهذا التابع، وعين مقارباته الأفقية والشاقولية، ثم ارسم 
 . gCو fCين جميع نقاط تقاطع . ثم عA(0,4)يمران بالنقطة  gCو fCأثبت أن الخطين البيانيين  .4
 .Iأثبت أن اثنتين من هذه النقاط متناظرتين بالنسبة إلى النقطة  .5
 . عين معادلته. Aك في النقطة مماس مشتر  gCو fCأثبت أن للخطين البيانيين  .6

  
}المعرف على fليكن التابع  }\ 1,1−ℝ  وفق

4

2
( )

1

x
f x

x
=

−
خطّه البياني في معلم  fC. وليكن

  متجانس.
 .∞−وعند  ∞+عند  fادرس نهايات  .1
,عين الأعداد  .2 , , ,a b c d e : قالتي تُحق 

{ } 2
2\ 1,1 , ( )

1

dx e
x f x ax bx c

x

+
∀ ∈ − = + + +

−
ℝ   

)2وفق  gلنعرف التابع  .3 ) 1g x x= )خطّه البياني. أثبت أن نهاية التابع  gCوليكن  + )f g− 
 gCيقترب من القطع المكافئ  fC. (أي إن المنحني∞−هي الصفر وكذلك عند  ∞+عند 

هو قطع مكافئ مقارب  gCكبيراً بقيمته المطلقة. نقول في هذه الحالة إن  xعندما يكون المتحول
 ).fCللمنحني 

). ( أي إشارة الفرقfCبالنسبة لـ gCادرس وضع المنحني  .4 )f g− ( 
 يقبل مستقيمين مقاربين أوجدهما. fCأثبت أن  .5
 .gCو fCثم ارسم  gو f من التابعين ادرس كلاًّ  .6
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}المعرف على  f ليكن التابع  }\ 2ℝ  وفق
3 2

2

2 7 3 3
( )

( 2)

x x x
f x

x

− + −
=

−
خطّه  fC . وليكن

  البياني في معلم متجانس.
 .fادرس التابع  .1
,أثبت وجود الأعداد  .2 , ,a b c d  بحيث أياً كانx من{ }\ 2ℝ :لدينا 

2( )
2 ( 2)

c d
f x ax b

x x
= + + +

− −
  

 .fCوحدد وضعه بالنسبة للمنحني  ∆استنتج وجود مقارب مائل  .3
 .∆و  fCارسم  .4
 عدد وإشارة حلول المعادلة  mبالاعتماد على الرسم، ناقش تبعاً لقيم الوسيط  .5

3 22 (7 ) (3 4 ) 4 0x m x m x m− + + + − =  
  

2وفق  ℝ∗المعرف على fليكن التابع 

1 2
( ) 1f x

x x
= − خطّه البياني في معلم  fC . وليكن−

  متجانس.

بملاحظة أن  .1
2

2
( ) 1

x
f x

x

+
=  أوجد النهاية من اليمين ومن اليسار عند الصفر. −

 . ∞−وفي  ∞+في  fادرس نهايتيّ  .2
  يطلب تعيين إحداثياتهما. Bو Aيقطع محور الفواصل  في نقطتين  fCأثبت أن  .3
fاحسب المشتق  .4  .fCواكتب جدولاً بها، ثم ارسم المنحني  f التابع. وادرس ′

1للتابع  Hفي المعلم نفسه، ارسم الخط البياني .5
( ) 1

2
h x

x
=  .ℝ∗المعرف على −

)عدد حلول المعادلة  mناقش تبعاً لقيم الوسيط  .6 )f x m=. 
yعندما يقطع المستقيم  .7 m= المنحني fC في نقطتين مختلفتين M وN بدلالة  عينm 

]منتصف القطعة  Iإحداثيات النقطة  ],M N. 
  .Hتقع على المنحني  Iأثبت أن النقطة  .8
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   ية ونهايتها المتتال      

  
 ������� �	
��  

  ������� ���������� ،��	����� ���������  

 
    �������� ���������  

 �������� ���������  

 ������� ������� ���  !�"#  

  ��������� $%�&�  
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 أو الكاشاني الكاشيغياث ا�ين جمشـيد بن مسعود   

إسلامي كان أوّل مَن حسب  مٌ ـعال، ))))م1436143614361436-م(380(380(380(1111380

وكتب     πست عشرة خانة عشرية بعد الفاص: من العدد 

  .م1424142414241424ذO في مؤلفّه "الرساJ المحيطية" عام 

ضلعاً المرسوم في دائرة  nذي  هو طول ضلع المضلع المنتظم nTو nPفإذا كان 

ضلعاً  nطول ضلع المضلع المنتظم ذي  nTنصف قطرها يساوي الواحد، وكان 

 nTو nPيحُسـبان بدلا2nT  Jو 2nPالمماس لhائرة ذاتها، فقد أثبت الكاشي أنّ 

  من العلاقتين :

2
22 4

n
n

n

P
P

P

=
+ −

2و        22 4

n
n

n

T
T

T
=

+ +
  

  محصور بين محيطَي هذين المضلعين: 2πإنّ محيط ا�ائرة اsي يساوي 

2n nnP nT< <π   
283محيط المضلع اsي عدد أضلاعه  حسب الكاشي المتوسط  واعتبر، ×2

    فوجد  2πمناسـبة لتمثيل العدد يطَي هذين المضلعين قيمة الحسابي لمح 

3.141 592 653 589 25793π =.  

، صحيحغير  -هو الخمسة و  -العدد الأخير الفاص:، إلى يمينالأعداد الواقعة  بينمن 

  .منهبدلاً  38 ويجب أن يكون

محيط و ضعفي محيط المضلع ا�اخلي مجموع : لو عرف الكاشي لحسب ثلث ملاحظةملاحظةملاحظةملاحظة
بارٔبع وثلاثين خانة عشرية صحيحة،  π العدد بذOحسب المضلع الخار� ولكان 

   ن أنىّ � أن يعرف ذO.ولك
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���������  

  انطلاقة نشطة 
  .ية هي قائمة مرتبّة من الأعدادالمتتال

 ليات في حياتنا اليوميّة فمثلاً نستعمل تكراراً المتتا �
ن سعرها   0لدراسة تطوّر أسعار سلعة ما، ندوp  نفي البدء أي عند ورودها إلى السوق، ثُمّ ندو
بعد شهرين من ذلك  2pبعد مضي شهر على تاريخ ورودها إلى السوق، وسعرها  1pسعرها

شهراً على تاريخ ورودها إلى السوق. فالمتتالية هي  nبعد مضي npالتاريخ،...، وسعرها 
0p،1p،2p ،...،npونرمز إليها بالرمز ،...،( ) 0n np ≥.  

في الرياضيّات، لا تتوقّف المتتاليات عند حد، فهي لذلك تفيد في وصف العديد من الحالات   
 لواقعيّة. وبوجه خاص، سنرى أنّها تفيد في إيجاد تقريبات بالدقّة التي نريد لأعداد أو لمقادير مجهولة.ا

  علم الأحياء 
  .يريد عالم أحياء دراسة تطوّر مستعمرة جرثوميّة. فاستخلص من دراسته الجدول الآتي �

10h  الساعة 00  10h20  10h 40  11h 00  11h20  
  16000  7900  4000  2010  1000  العدد

هل يبيّن الجدول أعلاه تطوّراً منتظماً إلى حد ما؟ لكي يتمّكن من استشراف التغيرات في عدد  �
جراثيم المستعمرة، وضع عالِم الأحياء نموذجاً يتوقّع بموجبه أن يتضاعف عدد الجراثيم مرّتين 

 ق م 20كلن صحة افتراضه، يُحصي عدد جراثيم المستعمرة عند الظهيرة فيجده دقيقة. وللتوث
 تقريباً. هل عليه إعادة النظر بالنموذج؟  65000

�  يتضاعف عدد دقيقة. كم مرّة  20نقبل إذن أنّ عدد الجراثيم في المستعمرة يتضاعف مرّتين كل
 الجراثيم بعد ساعة من الزمن؟ بعد ساعتين؟

10إلى عددها عند الساعة  1pإلى عدد الجراثيم عند البدء، وبالرمز 0pنرمز بالرمز � h 20 ،
12ى عدد الجراثيم عند الساعة وهكذا دواليك، كيف نرمز إل h 14؟ عند الساعة h ؟  عبّر

 .nبدلالة العدد الطبيعي npعن
ليوم التالي، قدر عدد الجراثيم التي سيجدها يعود العالِم إلى مختبره الساعة العاشرة من صباح ا �

  في المستعمرة. 
 

   نشاط
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        تعريف متتالية    
)أن نصطنع متتالية  ) 0n nu عدداً حقيقيّاً نرمز إليه  ℕ من nهو أن نقرن بكل عدد طبيعي  ≤

  .nu بالرمز

  
لنقرن بكل عدد طبيعي ضعفيه. نحصل عندئذ على متتالية لانهائيّة من الأعداد الحقيقيّة،  �

0هو 0(الأعداد الزوجيّة). فضعفي العدد 0u 9هو  9، وضعفي العدد = 18u ، وضعفي =
2nuهو n عددٍ كيفي n=.  

1nv العدد nلنقرن بكل عدد طبيعي  � n= ) . فنعرّف بذلك متتالية+ ) 0n nv من الأعداد  ≤
0 :الحقيقيّة 1v = ،1 2v =،...،2015 2016v =....،  

 
  1  تعريف

 الرمزنرمز للمتتالية بـ. ℕ المتتاليةُ هي تابعٌ مجموعة تعريفه هي مجموعة الأعداد الطبيعيّة
( ) 0n nu : عوضاً عن الرمز المتعارف للتابع( ≤ , nu n u→ℕ ℝ حد المتتالية  nuونسمّي  )֏

  .nالدليل  اذ
)للمتتالية عددٌ لا نهائي من الحدود بقطع النظر عن قيم هذه الحدود. فحدود المتتالية  ) 0n nu ≥ 

)المعرّفة بالعلاقة  1)nnu =   . −1و +1القيمتين فقط تأخذ  −
  


؟  ������ ���� ���  

   .nبتعريف صريح للحدّ ذي الدليل ����

 ذو الدليل  أي يُعرّف الحدn  تتبع العدد بصيغةn .تفيد في حسابه   

)كأن نكتب   )

( )2
1

1

n

nu
n

−
=

+
9فيكون مثلاً  

1

100
u = 8، و−

1

81
u 3. أو=

1

n

nv
n

=
+

 

2فنجد على سبيل المثال  3v =.  
  

:2التابع  مثلاً  إذا تأمّلناوكذلك   , 2 1f x x+ → −ℝ ℝ عرّف المتتالية ، أمكننا أن نُ ֏
( ) 0n nu )بالعلاقة  ≤ )nu f n=  ً2فنجد مثلا

17 2 17 1 577u = × −   ، وكذلك =
( )2 2

1 2 1 1 2 4 1nu n n n+ = + − = + +.  

 مثال

 مثال

 مثال
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  التدريج.ب ����

)عرّف المتتالية كأن نُ  بدلالة الحدود التي سبقته. nأي أن يُحسب الحد ذو الدليل  ) 0n nu بأن  ≤
من حدود  حساب كلّ حد في  فيد، تتسمّى علاقة تدريجيّةثمُّ نعطى علاقة،  0uنُعطى الحدّ 

  ه. تسبق التي ودالحدالحد أو متتالية بدلالة ال
  

)متتاليةال نتأمّل مثلاً ل   )
0n n

u
≥

0انطلاقاً من حدّ البدء المعرفة   5u التدريجيّة والعلاقة  =

1 3 2n nu u+ = )حدود المتتالية تسمح هذه المعطيات بحساب  ،− ) 0n nu   .واحداً إثر آخر ≤

1 0 2 1 3 23 2 13, 3 2 37, 3 2 109,u u u u u u= − = = − = = − = …  

1nuيمكن التعبير عن الحد  .ونلاحظ في هذا المثال الذي سبقه أي  nuتابعاً للحدّ  +
( )1n nu f u+ 3هو التابع  f، والتابع = 2x x −֏.  

  ، وتحقّق الشرط Iتابعاً معرّفاً على مجال fإذا كان بوجه عام،
) يكن I من x مهما يكن العدد  )f x  عنصراً منI  ًأيضا  

)أمكننا تعريف متتالية  ) 0n nu  ، والعلاقة التدريجيّةIمن المجال  0u، بإعطاء حد البدء ≤

1 ( )n nu f u+ =.  

  كرْ فَ     

3nnuيمكن التعبير عن المتتالية في المثال السابق بصيغة من النمط  ba=   aعيّن العددين  .+
  .bو

  تكريساً للفهم
)0كيف نفهم معنى الرمزين  )n nu   ؟ nuو ≤

،.... فإذا h، أوg، أوfبدلاً من w، أوv، أوuالمتتالية هي تابعٌ. جرت العادة أن نرمز إليه 
) بالرمز xرمزنا إلى صورة العدد uليه بالرمزرمزنا إ )u x على الأعداد  »تعمل«، ولنذكّر أنّ المتتاليات

). وهكذا تكون x ... بدلاً من،n ،m،i،jالطبيعيّة، نرمز إلى هذه الأعداد بالرموز )u n  هي صورة
) للدلالة nuأن نكتب  . وقد جرت العادةu»التابع«وفق المتتالية  nالعدد الطبيعي  )u n.  

( ) : : ( )

( )n n n

f f x f D x f x

u u u ∈

→

ℕ

ℝ ֏  

 مثال
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)0 قولنا إنّ  � )n nu 2معرّفة بالعلاقة  ≤ 1nu n= ع ناتج جم nيعني أننا نقرن بكل عدد طبيعي  +

10هي  10فصورة مربّعه والواحد.  101u 1nوصورة  ،= )هي  + )21 1 1nu n+ = + وصورة  +
3n  هي( )23 3 1nu n= +.  
)0 قولنا إنّ  � )n nu 1عرّفة بالعلاقة التدريجيّة م ≤ 3 2n nu u+ = يعني أنّه بمعرفة الحد الأوّل، يمكننا  +

 إلى ثلاثة أمثال الحد الذي سبقه. فمثلاً  2حساب أي حد بإضافة 
15 14 2 1 2 2 13 2, 3 2, 3 1n n n nu u u u u u+ + −= + = + = +  

  ؟ل الحدود الأولى لمتتاليةنمث كيف  
على محور أفقي معبراً. فمثلاً، في حالة لمتتالية حدود المختلفة لتمثيل البياني لبوجه عام، يكون ال �

( )12
n

nu =  الآتينجد التمثيل  −
 0u1u 2u3u 4u

11
2−

1
8−

1
4

1
16
0  

  

)في حالة � )nu f n= يمكننا الاستفادة من التمثيل البياني ،
)للتابع  )x f x֏ 4. فمثلاً، في حالة المتتالية

1nu
n

=
+

، إذا 

4، التمثيل البياني للتابع ℝ+تأمّلنا، على
( )

1
f x

x
=

+
أمكننا  

 قراءة الحدود الأولى للمتتالية على محور التراتيب.
 
 

  ؟يجيّة لتعريف متتاليةيكفي إعطاء حد البدء وعلاقة تدر قد لا  
إلى مجموعة تعريف  nu، أي ألاّ ينتمي الحدّ nuمعرّفاً عند بعض قيم  fإذ يمكن ألاّ يكون التابع 

  .   fالتابع 

  
1في حالة  �

1

1n
n

u
u

+ =
−

0 مع  2u 1أنّ  نلاحظ. = 1u غير معرّف. فقيمة  2u، ولكنّ الحدّ =

0u والعلاقة التدريجيّة السابقتين لا تعرّفان متتالية ( ) 0n nu ≥.  

 مثال

 مثال

1 2 3 4 5

0u

1u

2u

3u

O x

y



  

143  

1في حالة  � 1n nu u+ = 0مع  − 5u 1. نجد = 2u 2، و= 1u 3، و= 0u  4u، ولكنّ الحدّ =
)0السابقتين لا تعرّفان متتالية 0uيمة غير معرّف. إذن العلاقة التدريجيّة وق )n nu ≥.  

  

 
   تَدربْ 

)العلاقة  nالذي يُحقّق أيّاً كان  fالتابع  يأتيعيّن فيما � )nu f n=  0واحسب الحدودu،...،5u.  

( )

2

2

1 cos 2 5
3

1
sin 1

2 21

n n n

n n n

u n n u n u n

n n
u n u u

nn

 π = − + = = +  
 π −= + = =  +  +

� � �

	 
 �

  

)المتتالية  � ) 0n nu الذي يُحقّق أيّاً كان  fع التاب يأتيوبعلاقة تدريجيّة. عيّن فيما  0uمعرّفة بقيمة  ≤
n  العلاقة( )1n nu f u+   .1u،...،5uواحسب الحدود  =

( )
00

2
1 1

0 0

1 1

1,1,

1 1

2, 5,

1 2

1

n n n n

n n
n n

n n

uu

u u u u

u u

u u
u u

u u

+ +

+ +

 = −=  
 
 = + = +  

 = =    − 
 = =   +  

� �

� �

  

)المتتالية ،يأتيفيما  � ) 0n nu عن كل من  n. عبّر بدلالة nبدلالة  nuمعرّفة بصيغة مباشرة للحدّ  ≤
1nu 1nuو + 2و 2nuو − 3nu 1nuو +   : الآتيةفي الحالات  +

2
2

1
1

1
3 1

2 1
2 1

1 2
1

n n

n
n n

n n
u u n

n
n

u u
n

−
+

+ +
= = −

+
−

= − =
+

� �

� �
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  المتتاليات المتزايدة، والمتتاليات المتناقصة

    
        2  تعريف

)نقول إنّ المتتالية         ) 0n nu    ق الشرط إذا وفقط إذا تحقّ  متزايدة تماماً  ≤
0مهما تكن   n≤  1يكنn nu u +<.  

)ونقول إنّ المتتالية    ) 0n nu    إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متناقصة تماماً  ≤
0مهما تكن   n≤  1يكنn nu u +>.  

)الية وتكون المتت   ) 0n nu   إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متزايدة ≤
0مهما تكن   n≤  1يكنn nu u +≤.  

)المتتالية  كما تكون ) 0n nu   إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متناقصة ≤
0مهما تكن   n≤  1يكنn nu u +≥.  

)المتتالية  وأخيراً تكون   ) 0n nu   إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  ثابتة ≤
0مهما تكن   n≤  1يكنn nu u +=.  

دة، ويبين لنا مثال المتتالية نطلق على المتتاليات التي تحقّق أحد الشروط السابقة اسم متتاليات مطّر 
( ) 0n nu )المعرّفة بالعلاقة  ≤ )1 nnu =   أنّه توجد متتاليات غير مطّردة. −

)متتالية اطرادلدراسة   ) 0n nu 1nuو nu، العددينn، نقارن، أياً كان العدد الطبيعي ≤ وذلك  +
1n بدراسة إشارة الفرق nu u+ 1n، أو بمقارنة النسبة −

n

u

u
في حال كون حدود المتتالية  1والعدد  +

  . موجبة تماماً 
  

  
)في حالة المتتالية   � ) 0n nu 2 المعرّفة بالعلاقة ≤ 2nu n n= −   . نلاحظ −

( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 2 2 2n nu u n n n n n+ − = + − + − − − − =  

2ولكن 0n 1في حالة  < n≤ ّالمتتالية، نقول في مثل هذه الحالة إن( ) 0n nu متزايدة تماماً بدءاً من  ≤
  .1الدليل 

)في حالة المتتالية  � ) 0n nu 2المعرّفة بالعلاقة ≤

3

n

n nu 0nu. نلاحظ أنّ = ياً كان العدد الطبيعي أ <

nكما نجد مباشرة ، 
1

1
1

2 3 2

2 33

n n
n

nn
n

u

u

+
+

+
= × 2. ولكن =

1
3
)0إذن المتتالية  > )n nu متناقصة  ≤

  تماماً.

 مثال
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 ����� �� 
���� 
���� 
������ 
���( )nu f n=.  

 
    1  هَنةمُبر 

]المجال  علىتابعاً معرّفاً  fليكن  )0. ولنتأمّل∞+,0] )n nu ) بالعلاقةالمعرّفة  ≤ )nu f n=.    
)0متزايداً تماماً كانت المتتالية fإذا كان    .1 )n nu  متزايدة تماماً. ≤

)0متناقصاً تماماً كانت المتتالية fإذا كان  .2 )n nu  متناقصة تماماً. ≤

  الإثبات
0nليكن  .1 )متزايداً تماماً كان  f لمّا كان ،≤ 1) ( )f n f n+ 1nأو < nu u +<. 
0nليكن  .2 )متناقصاً تماماً كان fكان لمّا ،≤ 1) ( )f n f n+ 1nأو > nu u +>.   
 .منها» تماماً «تبقى المبرهنة السابقة صحيحة إذا حذفنا كلمة    

)إذا كانت المتتالية  ) 0n nu 1معرّفة بعلاقة تدريجيّة  ≤ ( )n nu f u+ ليس  fالتابع  اطراد، فإنّ =
 المتتالية بالضرورة. وهذا ما سنراه في أمثلة لاحقة. طرادلا مماثل

  تكريساً للفهم 

  ؟صحيح 1عكس المبرهنة هل  
)إذ يمكن أن نجد متتالية  ،لا )nu f n=  دون أن يكون  تماماً متزايدةf 

   المعرّف بالعلاقة f. فإذا تأمّلنا التابع تماماً متزايداً 
( ) sin(2 )f x x x= + π  

) كان )nu f n n= )0فالمتتالية ، = )n nu ليس  fمتزايدة تماماً والتابع  ≤
  .، كما يبين الشكل المجاورℝ+مطّرداً على

  متتالية ؟ اطرادكيف ندرس  

)0متتالية  اطرادلدراسة   )n nu   .الآتيةطرائق ال احديمكننا أن نتبع  ≤
1nدراسة إشارة الفرق � nu u+ −.  
1nمقارنة النسبة  �

n

u

u
  . موجبة تماماً ، في حال كون حدود المتتالية 1بالعدد  +

) صيغة، في حال كون المتتالية معرّفة بf التابعاطراد دراسة  � )nu f n=.  

  

)0المتتاليتين  ادرس اطراد   )n nu )0و ≤ )n nv   الآتيتين  ≤
���� 

2n n

n
u =    ����  3 1

2n

n
v

n

−
=

+
  

 مثال

1 2 3 4 xO
0u

1u

2u

3u

4u

y
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1nلندرس إشارة الفرق  1 nu u+ −  

1 1 1 1

1 1 2 1

22 2 2
n n nn n n

n n n n n
u u+ + + +

+ + − −
− = − = =  

1ولكن أيّاً كان n≤1، كان 0n− 1 ، ومن ثَمّ ≥ 0n nu u+ − )0. فالمتتالية ≥ )n nu متناقصة بدءاً  ≤
  . 1 من الدليل

}المعرّف على  fلنتأمّل التابع الكسري  2 }\ 2−ℝ 3بالعلاقة 1
( )

2

x
f x

x

−
=

+
. هذا التابع معرّف بوجه 

]المجال  خاص على   ، وهو قابل للاشتقاق على هذا المجال.∞+,0]
0أياً كان x≤    فلدينا  

2 2

3( 2) (3 1) 7
( )

( 2) ( 2)

x x
f x

x x

+ − −
′ = =

+ +
  

fإذن ] موجبٌ تماماً على المجال ′   فهو متزايدٌ تماماً على هذا المجال.  ∞+,0]
)كان  nولكن أياً كان العدد الطبيعي  )nv f n= 0، إذن( )n nv   متتالية متزايدة تماماً. ≤
)يمكننا أيضاً لدراسة المتتالية  ) 0n nv   اتبّاع الطريقة الأولى، فنلاحظ  ≤

1

2 2

3 2 3 1

3 2
(3 2)( 2) (3 1)( 3)

( 3)( 2)

(3 8 4) (3 8 3)

( 3)( 2)
7

0
( 3)( 2)

n n

n n
v v

n n
n n n n

n n

n n n n

n n

n n

+

+ −
− = −

+ +
+ + − − +

=
+ +

+ + − + −
=

+ +

= >
+ +

  

 
   تَدربْ 

)0المتتاليةاطراد ادرس  � )n nu   .الآتيةفي الحالات  ≤
2

2 3

2

3 2
( 5)

1
1 2
, 1

2 3

n n

n

n n n

n
u n u

n

n
u n u

n

−
= − =

+
+

= ≥ =

� �

� �

 

)0لتكن المتتالية � )n nu 2 المعرّفة بالعلاقة ≤ 10 26nu n n= − 1n. احسب + nu u+ ، وبرهن أنّ −
)0المتتالية )n nu 5n متزايدة بدءاً من الدليلتصبح  ≤ =.  

  
  

  
  

    الحل
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  المتتاليات الحسابية 

 
  3  تعريف

)0نقول إنّ المتتالية  )n nu وتحقّقت العلاقة التدريجيّة  rمتتالية حسابيّة إذا وُجِدَ عدد حقيقي  ≤
1n nu u r+ = )0المتتالية الحسابيّة أساس r. نسمّي العدد n أيّاً كان العدد الطبيعي + )n nu ≥ .

  ننتقل من حد إلى الحد الذي يليه بإضافة العدد الحقيقي نفسه. متتالية حسابيّةإذن في 
 

0u 1u 2u 3u 4u

r+ r+ r+ r+

  
  

  . 1ا وأساسه 0،... هي متتالية حسابيّة حدّها الأوّل 0،1،2،3،4متتالية الأعداد الطبيعيّة  ����
 .2وأساسها  0،... هي متتالية حسابيّة حدّها الأوّل 0،2،4،6،8متتالية الأعداد الزوجيّة  ����
  .2وأساسها  1،... هي متتالية حسابيّة حدّها الأوّل 1،3،5،7،9متتالية الأعداد الفرديّة  ����
)0المتتالية  ���� )n nu 5المعرّفة بالعلاقة  ≤ 2nu n=  لأنّ  5هي متتالية حسابيّة أساسها  −

( )1 5 1 2 5 2 5 5n nu n n u+ = + − = − + = +. 

ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة عندئذ يكون  cو bو aإذا كانت الأعداد
2

a c
b

+
= ،

لية تافي مت تقع cو bو aإنّ الأعدادوبالعكس نقول . cو aالمتوسّط الحسابي للعددينهو  b فالعدد
2a إذا كان حسابيّة c b+ = .  

 

a b c

r+ r+

  

 
    2  مُبرهَنة

)لتكن  )
0n n

u
≥

 n. عندئذ مهما يكن العدد الطبيعي r ، وأساسها0uمتتالية حسابيّة حدّها الأوّل  
0nu يكن nr u= + .  

  الإثبات
)0لمّا كانت المتتاليّة  )n nu 1ية حسابيّة، استنتجنا أنّ متتال ≤ 0u u r= أنّ وهكذا، إذا افترضنا ، +

0nuالمساواة  nr u= n في حالة العدد محققة + p=0 ي، أpu pr u=   استنتجنا من ذلك أنّ  +
1 0 0)( ( 1)pp r pr u r pu r uu+ + = + + = + +=  

1nفي حالة  محققة أيضاً فهي  p= +.  

 مثال
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)0إذا كانت فمثلاً  )n nu 0حسابيّة حدها الأوّل المتتالية ال ≤ 3u 4rوأساسها  =    كان =

2015 4 2015 3 8063u = × + =  

 »الاستقراء الرياضيب« أو »بالتدريج« الإثبات طريقة المبرهنة السابقة إثبات ةنسمي طريق 
0n يحقق n هادرجة دليل أية تنص على أنّه كي تتمكن من صعود السُلّم والوصول إلىو  n≥، 

من  الصعودوأن يكون بإمكانك  ،0nالتي دليلها  تتمكن من الصعود إلى الدرجة القاعديةيكفي أن 
nدليلها درجة أية  p= 1 التي دليلها إلى الدرجةn p=   التي تعلوها مباشرة.  +

) خاصّةلإثبات صحة ، وبصياغة رياضيّاتية   )E n تتعلّق بالعدد الطبيعي n 0 في حالةn n≥.  
0n في حالة الخاصّةنثبت صحة هذه  � n=.  
0pفي حالة  نثبت � n≥ أنّ صحّة ( )E p تقتضي صحّة ( 1)E p +.    

  العلاقة التي تربط حدّين من حدود متتالية حسابيّة. الآتيةتبين المبرهنة  

 
    3  نتيجة

)لتكن    ) 0n nu   كان mو n . عندئذ أياً كان العددان الطبيعيانr متتالية حسابيّة أساسها ≤
( )n mu u n m r− = −  

  الإثبات
0muفي الحقيقة، استناداً إلى المبرهنة السابقة، نجد  rm u= 0nuو + rn u=   ، وعليه+

( )n mu u n m r− = −  

  تكريساً للفهم 
)ما أهميّة العلاقة   )n mu u n m r− =   ؟−
 .0u هذه العلاقة صحيحة بقطع النظر عن قيمة �
0mتوافق حالة  � 0nu ، وهي2نتيجة المبرهنة   = nr u= +. 
nمن السهل تذكّر هذه العلاقة فالمقدار � mu u−  يساوي جداء ضرب الفرقn m− .بالأساس 
تكفي معرفة الأساس وحد ما من حدود متتالية حسابيّة حتّى نستنتج جميع الحدود، فمثلاً إذا  �

8كان 29u 3rو =  أنّ  مثلاً استنتجنا  =

( ) ( )17 817 8 17 8 3 29 56u r u= − × + = − × + = 
ية حسابيّة حتّى نستنتج أساس المتتالية، ومن ثَمّ بقيّة الحدود. تكفي معرفة حدّين من حدود متتال �

16فمثلاً إذا كان  12u 31و = 18u = 2r استنتجنا أنّ  − = −.  
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  حسابيّةٌ ؟ متتاليةٌ كيف نثبتُ أنّ   
)0 أي المتتاليتين   )n nu )0و ≤ )n nv   الآتيتين حسابيّةٌ  ≤

���� 3 1nu n= +    ����  2 1nv n= +  

لا على  ،لإثبات أنّ متتاليةً معطاة متتاليةٌ حسابيّة، يمكن أنّ نبرهن أنّ الفرق بين حدين متتاليين
  ثابتٌ.  ،التعيين

  
0نلاحظُ أولاًّ أنّ  � 1u   كان n، وأنّه أيّاً كانت قيمة العدد الطبيعي =

( ) ( )1 3 1 1 3 1 3n nu u n n+ − = + + − + =  
)فالمتتالية  ) 0n nu   .3وأساسها 1متتالية حسابيّة حدها الأوّل  ≤

)أمّا في حالة المتتالية  � ) 0n nv   فنلاحظ  ≤
( ) ( )2 2

1 1 1 1 2 1n nv v n n n+ − = + + − + = +  
1nفالفرق  nv v+ )ليس ثابتاً، والمتتالية  − ) 0n nv   تالية حسابيّة.ليست مت ≤

  ؟الإثبات بالتدريج ما أهميّة 

لنوضّح هذا الأمر في  .nيفيد الإثبات بالتدريج في إثبات صحة بعض الخواص المتعلّقة بالعدد الطبيعي 
  المثال الآتي :

  

)المتتالية  نتأمل  )
0n n

u
≥

0تدريجياً بالشرطين لمعرّفة ا  1u = 
1و 2n nu u+ = للحدود التي في الجدول المجاور القيم التقريبية جد . ن+

,0,1,2}أدلتها من المجموعة  3,     من هذه المتتالية. {4,5
1nالملاحظة الأولى هي أنّ  • nu u+ ,0,1,2الة في ح < 3,4n ، فهل =

1nصحيح أنّ  nu u+ لنفترض أننا أثبتنا المتراجحة  ؟nأياً كانت  <

1n nu u+ 2nu، ونرغب بمقارنة الحدّين < 1nuو + ما موجبان ، ولكنه+
 ويكفي من ثَمّ أن نقارن بين مربّعيهما لنجد:

2 2
2 1 1 1(2 ) (2 ) 0n n n n n nu u u u u u+ + + +− = + − + = − >   

2ومن ثَمّ  1n nu u+ 1n. وهكذا نكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ <+ nu u+ ، nأياً كان العدد  <
)فالمتتالية  )
0n n

u
≥

  متزايدة تماماً. 

 مثال

 مثال

    الحل

0 1

1 1.732

2 1.932

3 1.983

4 1.996

5 1.999

nn u
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2nuالملاحظة الثانية هي أنّ  • ,0,1,2في حالة  > 3,4n 2nu، فهل صحيح أنّ = أياً  >
2nu؟ لنفترض أننا أثبتنا المتراجحة nكانت  1nuب بمقارنة ، ونرغ> ، 2بالعدد  +

 ولكنهما موجبان ويكفي من ثَمّ أن نقارن بين مربّعيهما لنجد:
2 2

12 4 (2 ) 2 0n n nu u u+− = − + = − >  
1ومن ثَمّ  2nu + 2nu. وهكذا نكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ >  .nأياً كان العدد  >

 
   تَدربْ 

)بين أي المتتاليات � ) 0n nu   الآتية حسابية.  ≤

n n

n n n

n
u u n

u u u u n n2
0 1

3 1
2 3

2
2, 2+

+
= = +

= = − + = −

� �

� �

 

)المتتالية يأتيفيما  � ) 0n nu   . rمتتالية حسابية، أساسها  ≤
�0 1u 10و   = 31u   .2004uو  rاحسب   . =
�0 5u 100و   = 45u =   .20uو  rاحسب   . −
�17 24u 40و  = 70u   .0uو  rاحسب   . =
�10 000 1u 2و = 000 79u = 3و  r. احسب − 857u.  

22nأثبت بالتدريج أنّ  � n≥  4أياً كان العدد الطبيعيn ≥. 

)لتكن  � )
0n n

u
≥

1أثبت بالتدريج أنّ المتتالية المعرّفة في المثال السابق  
2

3
n n
u− أيّاً كان العدد  ≥

  .nالطبيعي 
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  المتتاليات الهندسية 

 
  4  تعريف

)يةَ نقول إنّ المتتال  ) 0n nu وتحقّقت العلاقة التدريجيّة  qمتتاليةٌ هندسيّةٌ إذا وُجِدَ عدد حقيقي  ≤
1n nu q u+ = )تالية الهندسيّةالمت أساس q. نسمّي العدد n أيّاً كان العدد الطبيعي × ) 0n nu . إذن ≤

  .ذاتهضرب بالعدد الحقيقي الفي متتالية هندسيّة ننتقل من حد إلى الحد الذي يليه ب

 

0u 1u 2u 3u 4u

q× q× q× q×

  

  
  . 2 وأساسها 1،... هي متتالية هندسيّة حدّها الأوّل 1،2،4،8،16،32:  2متتالية قوى العدد �
)ة المتتالي � ) 0n nu )التي حدّها العامّ  ≤ )1 nnu = . −1 وأساسها 1، متتالية هندسيّة حدّها الأوّل −

 ،...−1،1،−1،1،−1،1أمّا حدودها فهي 
)المتتالية  � ) 0n nu 2التي حدّها العامّ  ≤ 3nnu =  . لأنّ 3وأساسها 2، متتالية هندسيّة حدّها الأوّل ×

1
1 2 3 2 3 3 3n n

n nu u+
+ = × = × × = ×.  

2bثلاثة حدود متوالية من متتالية هندسيّة كان  cو bو aإذا كانت الأعداد ac= ّلأن ،
b qa= وc qb=  َّ2ومن ثمb qab ac= موجبة وتحقق  cو bو a . في حالة كون الأعداد=
2bالمساواة  ac= ّنقول إن .b  هو المتوسّط الهندسي للعددينa وcوالأعداد ، a وb وc  تقع في

  . الية هندسيّةتمت

 
    4444  مُبرهَنة

)لتكن    ) 0n nu 0q ، وأساسها0uمتتالية هندسيّة حدّها الأوّل  ≤ . عندئذ مهما يكن العدد ≠
0 يكن nالطبيعي 

n
nu u q= × .  

  الإثبات

)لمّا كانت المتتاليّة  ) 0n nu 1تتالية هندسيّة، استنتجنا أنّ م ≤ 0u u q= أنّ إذا افترضنا و  .×
n

nu u q0= nصحيحة في حالة  × m=  ّاستنتجنا من ذلك أن  
( ) 1

1 0 0
m m

m mu u q u q q u q +
+ = × = × × = ×  

0وعليه نستنتج أنّ 
n

nu u q=   .nبيعي أياً كان العدد الط ×

 مثال
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)إذا كانت   ) 0n nu 0متتالية هندسيّة حدها الأوّل  ≤ 3u 1وأساسها  =

4
r   كان =

( )
5

5
1 3

3
4 1024

u = × =  

  قة التي تربط حدّين من حدود متتالية هندسيّة.العلا الآتيةبين المبرهنة تُ 

 
    5555  نتيجة

)لتكن  ) 0n nu . عندئذ أياً كان العددان qحدودها غير معدومة وأساسها متتالية هندسيّة  ≤

n كان mو n الطبيعيان mn

m

u
q

u

−=.   

  الإثبات
0في الحقيقة، استناداً إلى المبرهنة السابقة، نجد 

n
nu u q= 0و

m
mu u q= ، وتنتج المساواة المطلوبة

  مباشرة.

ة إذا عرفنا حدّاً منها وأساسها، من متتالية هندسيّ  n حساب الحد ذي الدليلفي  النتيجةهذه  تفيد
  منها. انن اثناعطي حدّ أو بحساب الأساس إذا أُ 

  تكريساً للفهم 
  ؟ولى لمتتالية هندسيّةكيف يمكننا تمثيل الحدود الأ 

)لتكن ) 0n nu 0q متتالية هندسيّة أساسها ≤ 1nفلدينا n . إذن أيّاً كان≠ nu qu+ . لنستفد من التابع =
: ,f x qx→ℝ ℝ )للحصول على تمثيل بياني للمتتالية الهندسيّة  ֏ ) 0n nu ≥.  

yيفيد المستقيم الذي معادلته  x=  بإرجاع الحدnu إلى محور الفواصل وهذا ما يسمح بحساب 
( )1n nu f u+ )المتتالية اطراد  جهةنلاحظ من الرسم أدناه أنّ  .= ) 0n nu  وبإشارة qتتعلّق بقيمة  ≤

0u.  
  
  

 

0u x

y1q >

1u 2u 3u

y = qx

y x=

0u1u2u3u

        

 

0u x

y0 1q< <

1u2u3u

y qx=

y x=

0u 1u 2u 3u

         

 

0u x

y0q <

1u2u 3u4u

y qx=

y x=

  

 مثال
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  كيف نثبتُ أنّ متتاليةً متتاليةٌ هندسيّةٌ ؟  

)أثبت أنّ المتتالية  � ) 0n nu 2المعرّفة بالعلاقة  ≤

3n nu  هندسيّة. =

)لتكن  � ) 0n nv 0 المتتالية المعرّفة بالشرطين ≤ 6v 1 و = 3 4n nv v+ = نعرّف المتتالية ول .+
( ) 0n nw 2n بالعلاقة ≤ nw v= ). أثبت أنّ + ) 0n nw   متتالية هندسيّة. ≤

)لإثبات أنّ متتاليةً معطاة   ) 0n nu 1nتها بالصيغةمتتاليةٌ هندسيّة، نسعى لكتاب ≤ nu qu+  qو =
ي أن نثبت، في حال كون جميع الحدود غير معدومة، أنّ النسبة . ولهذا يكفnعددٌ لا يتعلّق بالعدد

1n

n

u

u
  . n لا تتعلّق بالعدد +

 
ف عن الصفر. لنحسب إذن نسبة حديْن متتاليين، فنجد مختل nuفالحد  nنلاحظُ أولاًّ أنّه مهما يكن  �

1
1

2 3 1

2 33

n
n

n
n

u

u
+

+
= × )، وعليه تكون المتتالية = ) 0n nu 1متتالية هندسيّة أساسها ≤

3
. 

2n لما كان � nw v= 1 كان، n دد الطبيعيأيّاً كان الع + 1 2n nw v+ += ، وإذا استبدلنا +
3 4nv 1nvبالعدد  + 1أنّ استنتجنا  + 3 4 2 3n n nw v w+ = + + كانت المساواة  . ولمّا=
1 3n nw w+ )أنّ ، استنتجنا nت قيمة العدد محقّقة أيّاً كان = ) 0n nw   .3متتالية هندسيّة أساسها  ≤

 
   تَدربْ 

)بين أي المتتاليات � ) 0n nu   الآتية هندسيّة.  ≤
3

0 1

0 1 1

2, 4 5 3 3

2 5 2
1,5 2 1

3 5

n n
n n n n

n n n n n

u u u u u n

n
u u u u u

+
+

+ +

= = = = +

+
= − − = = =

� � �

	 
 �
   

)المتتالية يأتيفيما  � ) 0n nu   . qمتتالية هندسيّة، أساسها ≤
� 0 4u 5qو =   .nبدلالة  nu. اكتب =
� 4 8u 2qو =   .6uو  2u. احسب =
� 5 64u 7و = 256u   ( هناك جوابان).10u. احسب =

  عدداً طبيعياً.  nو تماماً  اً حقيقيا موجباً عدد rكان إذا �
)0أثبت أنّ المتتالية  � )n nv 1nvالمعرّفة بالعلاقة  ≤ rn=   .حسابية +
)0أثبت أنّ المتتالية  � )n nu 1)المعرّفة بالعلاقة  ≤ )nnu r=   هندسيّة. +
1)أنّ أثبت  � ) 1nr rn+ ≥ + . 

 مثال

    الحل
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  مجموع حدود متوالية لمتتالية 
)كثيراً ما نواجه مسألة حساب مجموع عددٍ من الحدود المتوالية لمتتالية معطاة  ) 0n nu . لنعبّر إذن ≤

  عن مثل هذا المجموع  الآتيةبالصيغة 
1i i jS u u u+= + + iحيث   ⋯+ j<   

  .jو i في هذا المجموع فتعني أنّه علينا جمع الحدود التي تقع أدلّتها بين ⋯أمّا النقاط الثلاث

1iإنّ عدد حدود المجموع   i jS u u u+= + + 1j يساوي ⋯+ i− +.  

.1.5  
������ ���������  

  غير معدوم  اً طبيعي اً عدد nلنحسب مجموع أوّل حالة خاصّة.  �
1 2 3nS n= + + + +⋯  
في التاسعة من عمره. فنكتب الحدود  غاوسلحساب هذا المجموع نتبع الطريقة التي تبعها الرياضيّاتي 

  1 إلى n ، وفي سطر ثانٍ نعيد كتابة الحدود مرتبة تنازليّاً منn إلى 1مرتبة تصاعديّاً من 

  
)بالجمع نجد، )2 1S n n= +.  

) غير معدوم يساوي اً طبيعي اً عدد nعليه فإنّ مجموع أوّل و   )1

2

n n +.  

 a. لنرمز بالرمزr من الحدود المتوالية في متتالية حسابيّة أساسها nلنحسب مجموع الحالة العامّة.  �
  . عندئذ تكتب هذه الحدود بالشكلإلى آخرها ℓإلى أوّل هذه الحدود وبالرمز

( ), , 2 , , 1a a r a r a n r+ + + − =… ℓ  
  وعليه

( ) ( ) ( )( )

( )( )

2 1

1 2 1

S a a r a r a n r

na r n

= + + + + + + + −

= + + + + −

⋯

⋯
  

)ولكن  )
( )1

1 2 1
2

n n
n

−
+ + + −   ، إذن⋯=

( )
( )( )

( )1
2 1

2 2 2

n n n a
S na r a n r n

− +
= + = + − =

ℓ  

  .تيةالآبذا نكون قد أثبتنا المبرهنة 

 
    6  مُبرهَنة

إنّ مجموع عددٍ من الحدود المتوالية في متتالية حسابيّة يساوي جداءَ ضرب عدد الحدود بنصف  
  مجموع الحديْن الأول والأخير. 

1 2 ( 1)

( 1) 2 1
n

n

S n n

S n n

= + + + − +

= + − + + +

⋯

⋯
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.2.5 
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 في حالة qوأساسها  1لأوّل من متتالية هندسيّة حدها ا اً حدّ  nلنحسب مجموع أوّل حالة خاصّة.  �
( )1q 2أي  ≠ 11 nS q q q −= + + + +⋯ .  

  في الحقيقة نلاحظ 

  
)وبالطرح نجد،  )1 1 nq S q− = 1ولكن  − 0q − 1ذن إ ≠

1

nq
S

q

−
=

−
. 

  ، كان1، المختلف عن qوعليه أيّاً كان العدد الحقيقي 
2 1 1

1
1

n
n q

q q q
q

− −
+ + + + =

−
⋯  

)qيّة أساسها حدّاً متوالياً من متتالية هندس nلنحسب مجموع الحالة العامّة.  � )1q . نفترض أنّ ≠
aq،2aq،…،1naq، عندئذ تكتب بقية الحدود بالشكل aأوّل هذه الحدود يساوي     وعليه .−

( )2 1 1
1

1

n
n q

S a q q q a
q

− −
= + + + + =

−
⋯  

  .نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتيةوبذا 

 
    7  مُبرهَنة

1، يساوي1 مختلف عن qأساسها و  ،a أولهاحدّاً متوالياً من متتالية هندسيّة  nمجموع  

1

nq
a

q

−

−
 .  

  تكريساً للفهم 
    ؟7و 6كيف نتذكّر نتيجة المبرهنتين  

iu،1iuعندما تكون +،...،ju حدوداً متوالية من متتالية، يضم المجموع i jS u u= + +⋯، 
1j i−   ولدينا حدّاً  +

إذا كانت المتتالية حسابيّة كـان  
   يأتي، ما 6لدينا، عملاً بالمبرهنة 

  

إذا كانت المتتالية هندسيّة كـان  
  ييأت، ما 7لدينا، عملاً بالمبرهنة 

  
 

   .6الاستفادة من المبرهنة  

)لتكن ) 0n nu 0متتاليةً حسابيّة فيها  ≤ 2u 5r وأساسها = 3n . نعرّف= nS u u= + +⋯ 
6علمتَ أنّ  فإذا 456nS   . nقيمة  باحس، =

(S = )×
1 q−

 أوّل حدّ 

 عدد الحدود
1 q− (S = )× 2

 عدد الحدود
 آخر حدّ  +أوّل حدّ 

2 1

2 1

1 n n

n n n

S q q q

qS q q q q

q − −

− −

= + + + +

= + + + +

⋯

⋯

 مثال
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i الصيغة nS للمجموع ju u+ 3iحيث  ⋯+ jو = n=  2فهو يضمn  حدّاً. إذن −

( ) 32
2

n
n

u u
S n

+
= −   ، 2ا، استناداً إلى المبرهنة . ولكن لدين×

3 0 3u u r= 0nu  و   + u nr= +  
3أو 17u 2و = 5nu n= ). نستنتج إذن أنّ + )( )5 19

2
2n

n
S n

+
= عددٌ  n أنّ  نعلم. و −

6 طبيعي موجبٌ وأنّ  456nS   : . وهذا يُكافئ الشرطين=
25 2     عددٌ طبيعي موجبٌ. nالعدد  1 9 12 950 0n n+ − =.  

50n وبحل هذه المعادلة آخذين بعين الاعتبار الشرط المعطى نجد =.  

100 بالاستعانة بخيط طوله  cm ننشئ الشكل المجاور. طول كل ،
طول  قطعة مستقيمة يساوي نصف طول القطعة التي سبقتها. نضع

0 القطعة الأولى 50 cmu إلى طول القطعة الثانية  1u ، ونرمز بالرمز=
وهكذا. نفترض أنّه تمكن متابعة هذا الإنشاء إلى ما لانهاية، فنحصل 

) بذلك على متتالية ) 0n nu 0n. احسب ≤ nS u u= + . هل يكفي ⋯+
  الخيط لمتابعة الإنشاء دون توقّف؟

  1قطعة مستقيمة يساوي نصف طول القطعة التي سبقتها. إذن طول كل
1

2n nu u+ = ،

) والمتتالية ) 0n nu 0 متتالية هندسيّة فيها ≤ 50u 1 وأساسها =
2

 وعليه نجد. 
1

0
1

1

n

n

q
S u

q

+−
=

−
 أو 

( )11100 1
2

n n
S

+
= 100nS فلدينا n. ونلاحظ أنّه مهما تكن−  لأنّ  >

1

1
0

2n+
، وعليه يمكننا <

  الإجابة بالإيجاب عن السؤال المطروح. 

 
   تَدربْ 

)المتتالية � ) 0n nu 10متتالية حسابيّة فيها  ≤ 12u = 20و − 32u = −.  
 .rو 0uاحسب  .1
10احسب المجموع  .2 20 30 100S u u u u= + + + +⋯. 
)المتتالية   � ) 0n nu 3qمتتالية هندسيّة، فيها  ≤ 4و = 12u   . احسب المجموع الآتي=

4 5 6 7 8 9u u u u u u+ + + + +.  
)المتتالية � ) 0n nu 1متتالية حسابيّة. نعرّف  ≤ 2 3n nS u u u u= + + + إذا  nSو 1uاحسب  .⋯+

105nuعلمتَ أنّ  17nو = 2rو = = −. 

 مثال

    الحل

    الحل

50

25

12.5
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  ةمتتاليتقارب   
.1.6 
������ "#�$% 
��#&  

)دراسة تقارب متتالية  ) ≥n nu
0

عندما يأخذ  nuعن التساؤل حول ما تؤول إليه الأعداد، هو الإجابة 
  .متتالية نهتم إذن بالنقاط الآتيةعند دراسة ». في جوار اللانهاية«قيماً أكبر فأكبر  nالدليل 
، دون حدود عندما nu، أوnuكِبراً؟ أتزداد قيم الأعداد عندما تزداد قيم الدليل  nuأتتناثر الأعداد �

 تزداد أكثر فأكثر قيم الدليل؟
  عندما تزداد قيم الدليل كِبراً ؟ ℓعند قيمة ثابتة  nuأتتجمّع قيم الأعداد �

)كتب قائمة بحدود المتتالية لن ) 0n nu 1المعرّفة بالعلاقة ≤

1nu
n

=
+

:  

2 6 20 100

1 1 1 1 1 1 1 1
1, , , , , , , , , , , , , ,
2 3 4 10 10 10 10 10

… … … … … …  

  .0من الواضح أنّ الحدود تتجمّع عند العدد
 0

11

2

1

3

1

4

1

5

1

6

1

10

1

100  
  ؟المتتالية عند قيمة كيف نعبّر بدقّة عن فكرة تجمّع حدود

حدسيّاً، يمكننا القول إنّ الحدود تصبح قريبة جدّاً من الصفر، أو إنها تصبح أقرب فأقرب من الصفر. 
  ؟»أقرب فأقرب«أو قولنا » يبة جداً قر «، فما المعنى الدقيق لقولنا ن هذه الصياغةَ صياغةٌ غير دقيقةولك

 مسافة لا تزيد عن 0 تبعد عن nu«أن نقول جب ، ي»0 قريبة من nu«للقول  اً لإعطاء معنى دقيق
α«) ،α ،0عددٌ حقيقي < αإنّ  )، أي nu المجال داخل تقع ] [,I = −α α  ونصف  0الذي مركزه

  .α قطره
50.00001لنأخذ مثلاً حالة  10−α = المتتالية يضمّ جميع حدود  I، عندئذ نلاحظ أنّ المجال =

( ) 0n nu   . 510تقريباً، وبدقّة أكثر إنّه يضم جميع حدود المتتالية التي يزيد دليلها على ≤
α−510، لأنّ ما قيل في حالة 0وأكثر من ذلك، هناك تجمّع عند  صحيح  =

، ومهما كانت هذه القيمة صغيرة. فكلα ة قيمة كيفيّة موجبة تماماً للعدد في حال
يضمّ جميع حدود المتتالية باستثناء عددٍ منته منها على  0مجال مفتوح مركزه 

اصطياد جميع الأكثر. فكل واحد من هذه المجالات يؤدّي دور فخٍ يمكننا من 
  حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن.

)نقول في مثل هذه الحالة إنّ المتتالية  ) 0n nu إلى  n» يسعى«نهاية لها عندما  0تقبل العدد  ≤
  اللانهاية.

 

[]

[]

[]
αα− 0

كل واحدٍ من هذه المجالات يضم جميع 
حدود المتتالية باستثناء عدد منته منها 

 مثال
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  5  تعريف

)هو نهاية للمتتاليةِ  ℓنقول إنّ عدداً حقيقيّاً   ) 0n nu جميع حدود  ℓإذا ضمّ كل مجال مفتوح مركزه  ≤
  المتتالية بدءاً من دليل معيّن (أو باستثناء عدد منته منها). 

limنكتب في مثل هذه الحالة  n
n

u
→∞

= ℓول إنّ المتتالية متقاربة أو إنها تتقارب من، ونق ℓ.  
  

6.2.  
'�(  
������ ����� �� 
���� 
����  ( )=nu f n  

 
    8888  مُبرهَنة

]تابعاً معرّفاً على المجال  fليكن   [,a )، ولتكن ∞+ ) 0n nu  متتالية معرّفة بالعلاقة ≤
( )nu f n= في حالةa n≤وتأخذ حدودها قيماً كيفيّة في حالة ، n a<.  إذا كان للتابعf 

)كان للمتتالية  ∞+ عند ℓنهاية  ) 0n nu    .∞+عند ℓنهاية  ≤
  

ل، فعند∞+عند fنهاية  ℓحدسيّاً، لمّا كانت  ما يأخذ المتحو x في مجال  ∞+قيماً أكبر فأكبر نحو)
]من النمط  [,b )مثلاً )، تتجمّع الأعداد  ∞+ )f x عند ℓ وتكون هذه هي حال الأعداد .( )nu f n= ،

]في المجال x لأنّه عندما تتحوّل [,b   فهي تأخذ بالضرورة جميع الأعداد الطبيعيّة في هذا المجال.  ∞+
  
 

  
  
  

 

aتقبل التوابع المرجعيّة 
x

x
֏ ،

2

a
x

x
֏ ،

3

a
x

x
֏،...،a

x
x

عددٌ حقيقي)  a حيث، (֏

  :يأتي. نستنتج إذن ما ∞+ إلى xالصفر نهاية لها عندما تسعى 

lim 0
n

a

n→∞
limو  = 0

mn

a

n→∞
lim)  و 2عدد طبيعي أكبر من m حيث( = 0

n

a

n→∞
=  

  

x1

ℓ

y

b

جميع حدود  bالدليلبدءاً من 
 Iالمجال يفالمتتالية تقع 
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.3.6 "#�$���  
')*� ���+,���-  

 
    9999  مُبرهَنة

)لتكن ) 0n nu )كن، ولتaمتتالية متقاربة من عدد ≤ ) 0n nv . عندئذ bمتتالية متقاربة من عدد ≤
   ما يأتي. تحقّقي
)0المتتالية .1 )n ns nالمعرّفة بالعلاقة  ≤ n ns u v= a ، متقاربة من العدد+ b+. 
)0المتتالية .2 )n np nالمعرّفة بالعلاقة  ≤ n np u v= a متقاربة من العدد ،× b×. 
)وإذا كانت جميع حدود المتتالية  .3 ) 0n nv 0bمختلفة عن الصفر و ≤ ، كانت المتتالية ≠

( ) 0n nt nلمعرّفة بالعلاقة ا ≤
n

n

u
t

v
a ، متقاربة من العدد=

b
. 

 
)المتتالية   � ) 1n nu  الآتيةالمعرّفة بالعلاقة  ≤

2 2

1 1 1
n

n
u

nn n

+
= =   .0 تتقارب من +

1لأنّ     
lim 0
n n→∞

و  =
2

1
lim 0
n n→∞

= .  

)المتتالية   � ) 1n nu 3المعرّفة بالعلاقة  ≤ 4
2nu

n n
= −  .2تتقارب من  +

3لأنّ   
lim 0
n n→∞

−
4و =

lim 0
n n→∞

=.  

 
   مبرهنة المتتاليات الثلاث .10101010  مُبرهَنة

)لتكن ) 0n nu )و ≤ ) 0n nv )و ≤ ) 0n nw ثلاث متتاليات. نفترض أنّه مهما يكن العدد الطبيعي  ≤
0n n≤  فلديناn n nw u v≤ ). عندئذ إذا كانت المتتاليتان ≥ ) 0n nv )و ≤ ) 0n nw متقاربتين  ≤

)نفسها، كانت المتتالية  ℓمن النهاية  ) 0n nu   أيضاً. ℓمتقاربة من  ≤

  الإثبات
). المتتاليةℓ مجالاً مفتوحاً مركزه Iليكن  ) 0n nv إذن، استناداً إلى التعريف، يوجد  .ℓ متقاربة من ≤
)بدءاً منه تقع جميع حدود المتتالية  1nدليلٌ  ) 0n nv بدءاً منه  2nيوجد دليلٌ  بالمثل. و I في المجال ≤

)تقع جميع حدود المتتالية  ) 0n nw   .I في المجال ≤
0n. فإذا كان 2nو 1nبأنّه أكبر العددين  0nلنعرّف إذن  n≤1، كانn n≤  وانتمى الحدnv  إلى

2n، وكان أيضاً Iالمجال  n≤  وانتمى الحدnw إلى المجالI ولكنّ الحد .nu  يقع بينnv وnw 
يضم   I. بذا نكون قد أثبتنا أنّ المجال I يقع أيضاً في المجال nu، إذن Iاللذين ينتميان إلى المجال 

)جميع حدود المتتالية  ) 0n nu   .0nبدءاً من الحد  ≤

 مثال
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.4.6  
��� . 
������ 
'�(  

  مفهوم النهاية اللانهائيةّ 1.1.1.1.
)حدسيّاً، أنْ نقولَ إنّ المتتالية  ) 0n nu ، يعني أنّ حدودها، باستثناء عدد منته منها، ∞+تسعى إلى  ≤

نختارها مهما كانت كبيرة. أي بدءاً من دليل معيّن، تكون جميع حدود  mتتجاوز أيّ قيمة موجبة 
  .m المتتالية أكبر من
 

]
m0

iii i

عدد منته من الحدود  جميع حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن 

  

 
 6  تعريف

نّ المتتاليةَ  )نقول إ ) 0n nu ل من النمط  ∞+تسعى إلى  ≤ [إذا ضمّ كل مجا [,m جميع ، ∞+
limحدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن. ونكتب  n

n
u

→∞
= +∞.  

نّ المتتاليةَ  مماثل نقول إ ب  )وبأسلو ) 0n nu من النمط  ∞−تسعى إلى  ≤ ل  مجا  كل ذا ضمّ  إ
] [,m−∞،  جميع حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن. ونكتب عندئذlim n

n
u

→∞
= −∞.  

)المتتالية   ) 0n nu 2المعرّفة بالعلاقة  ≤
nu n=  1. لأنّه أيّاً كان ∞+تسعى إلى n<  كان

2n n> وكذلك تسعى المتتاليتان .nv n= 3وnw n=  إلى+∞.  

  نهاية متتالية هندسيّة 2.2.2.2.
)لتكن  ) 0n nv 0متتالية هندسيّة تُحقّق ≤

n
nv v q= ، يكفي أن ندرس 9999. إذن، استناداً إلى المبرهنة ×

)المتتالية  ) 0n nu nnu المعرّفة بالعلاقة ≤ q=.  
  

 
    11  مُبرهَنة

1في حالة  �   1q− < limيكون لدينا  > 0n

n
q

→∞
=.  

1qفي حالة  �   limيكون لدينا   = 1n

n
q

→∞
=.  

1qفي حالة  �   limيكون لدينا   < n

n
q

→∞
= يّ عدد، مهما كان  nq. أي تتجاوز الحدود∞+ أ

  . n كبيراً، بدءاً من قيمة معيّنة للدليل

)المتتالية الهندسيّة   )
0n n

u
≥

)لمعرّفة بالعلاقة ا  )13
2

n

nu = . لأنّ 0تسعى إلى ×
1

1 1
2

− < <.  

 مثال

 مثال
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  تكريساً للفهم 

  هل يمكن أن تكون لمتتالية نهايتان ؟ 

نّ للمتتالية  لا. )0لنفترض أ )n nu Iو I. لنختر مجالين منفصلين ℓ′و ℓنهايتين مختلفتين  ≤ مركز  ′
  .ℓ′الثاني ، ومركزℓأوّلهما 

 ℓ ′ℓ

I
[] []

I ′  

)0 لمّا كانت المتتالية )n nu عدا يضمّ جميع حدود المتتالية ما  Iنهاية لها، استنتجنا أنّ المجال  ℓتقبل  ≤
ومن ثَمّ لا  إلاّ عددٌ منته من حدود المتتالية، Iمن حدودها. إذن لا يوجد خارج المجال  ياً منته اً عدد

Iيمكن أن يضم المجال  نهاية للمتتالية ℓ′ عدداً غير منته من حدود المتتالية، ولا يمكن أن يكون العدد ′
0( )n nu ≥.  

  ض.رْ لفو بنقض ابق برهاناً بالخُلْف، أتسمّى المُحاكمةُ المنطقيّة في البرهان السا

  ألِكُل متتالية نهاية ؟ 

)0لنتأمّل المتتالية  لا. )n nu ) المعرّفة بالعلاقة ≤ 1)nnu =  ،1،−1،1: . إنّ حدود هذه المتتالية هي −
1−،1،1−،1،1−...،  

 

I
[]

11−

  
[المجال  [1 3

2 2,I هائيّاً من حدود المتتالية، (جميع الحدود ذات الدليل يضم عدداً لا ن 1الذي مركزه  =
الزوجي)، ولكنّه يترك خارجه أيضاً عدداً غير منته من الحدود، هي الحدود ذات الدليل الفردي. والأمر 

[نفسه يتكرّر في المجال  [3 1
2 2,− لا تتجمّع عند نقطة واحدة. . فحدود هذه المتتالية −1 الذي مركزه −

  وليس لهذه المتتالية نهاية.
  لماذا نقول إنهّ توجد طرائق مختلفة للتقارب من النهاية نفسها ؟ 

)لنتأمّل على سبيل المثال المتتاليات  ) 0n na ≥،( ) 0n nb ≥،( ) 0n nc ≥،( ) 0n nd الآتية، والتي تقبل جميعاً  ≤
  الصفر نهاية لها.

� 
1

1na
n

=
+

1،1، التي حدودها الأولى 
2

،1
3

،1
4

،1
5

،.... نلاحظ أنّ 

 ود المتتالية موجبة تماماً وأنّ المتتالية متناقصة تماماً.حد

 
0a

1a

2a
3a 4a 5a

0

1
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� 
1

1nb
n

= −
+

1،−1، التي حدودها الأولى 
2

−،1
3

− ،1
4

− ،1
5

− ....،

 حظ أنّ حدود المتتالية سالبة تماماً وأنّ المتتالية متزايدة تماماً.نلا
  

 

� 
( )1

1

n

nc
n

−
=

+
1،1، التي حدودها الأولى 

2
−،1

3
،1
4

− ،1
5

،.... نلاحظ 

 وأنّ المتتالية غير مطّردة. 0أنّ حدود المتتالية تتوزّع على جانبي العدد
 

� 
( )1 1

1

n

nd
n

− −
=

+
0،1،0،1، التي حدودها الأولى

2
،0،1

3
،0، 

1

4
0nd،.... نلاحظ أنّ حدود المتتالية موجبة أو معدومة، وأنّ 0، = 

زوجيّاً. فحدود المتتالية تأخذ قيمة النهاية (عدداً غير  nكلّما كان الدليل 
  منته من المرات) بعكس الحالات السابقة.

 ؟ا نستعمل المبرهنات على النهاياتلماذ 
الحقيقة، ينبغي أن  نهاية لمتتالية اعتماداً على التعريف عسيرٌ بوجه عام. في ℓلأنّ إثبات كون عدد 

يضم جميع حدود المتتالية بدءاً من دليلٍ معيّن. وهذا يعني أنّه مهما  ℓنبرهن أنّ كل مجال مفتوح مركزه 
[ ، يضم المجالαيكن العدد الحقيقي الموجب تماماً  [,− α + αℓ ℓ  الذي مركزهℓ  ونصف قطرهα 

جميع حدود المتتالية بدءاً من دليل معيّن. وهذا بدوره يؤول إلى إثبات أنّ جميع حدود المتتالية بدءاً من 
nu دليل معيّن تحقق المتراجحة − < αℓير بوجه عام.. إنّ حل مثل هذه المتراجحات أمرٌ عس  

وعليه فإنّ المبرهنات على النهايات تفيدنا في استنتاج نهايات جديدة انطلاقاً من نهايات معروفة دون 
  اللجوء إلى التعريف. 

 ؟ حالة التوابع الكسريةّ 8كيف نستفيد من المبرهنة  

 . يمكننا إذن استنتاج تقارب المتتالية∞+ عند Fكيف نجد نهاية تابع كسري  ةالرابع الوحدةدرسنا في 
( )nu F n=.  

  
)0لنتأمّل المتتالية   )n nu 2 المعرّفة بالعلاقة ≤ 3

5n

n
u

n

+
=

+
. هذه متتالية من النمط 

( )nu f n=و ،f 2هو التابعٌ الكسري المعرّف بالصيغة 3

5

x
x

x

+

+
֏.  

limلمّا كان  ( ) 2
x

f x
→∞

lim، أنّ 8استنتجنا، بناءً على المبرهنة  = 2n
n

u
→∞

=.  

 مثال
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1b
2b

3b 4b 5b
0

1−

 0c

1c
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4c
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1

 

0d
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  كيف نستفيد من المبرهنات على النهايات ؟
)ة المتتاليتين ادرس نهاي ) 1n nu )و ≤ ) 1n nv   .الآتيتين ≤

� 
2

3 1 5
n

n
u

n n

+
= +          �   2 1

3
n

n
v

n n

+
=  

 
 نلاحظ أنّ  �

2

1 5
3nu

n n
= + 1، ولكن +

lim 0
n n→∞

و =
2

5
lim 0
n n→∞

 ، إذن، استناداً إلى المبرهنة=

limنستنتج أنّ  9 3n
n

u
→∞

=.  

nنلاحظ أنّ  � n nv r s= 2مع  × 1

3n

n
r

n

+
1nsو  =

n
=.  

)من جهة أولى، نرى أنّ  � )nr f n=و ،f 2هو التابع الكسري 1
:

3

x
f x

x

+
. إذن، اعتماداً ֏

2،  نستنتج أنّ  8 على المبرهنة
lim

3n
n

r
→∞

=.  

limلدينا  ومن جهة ثانية � 0n
n

s
→∞

= .  

2، نستنتج أنّ 9إذن، استناداً إلى المبرهنة 
lim 0 0

3n
n

v
→∞

= × =.  

)0 ثلاث، ينبغي أن يكون للمتتاليتينلماذا، في مبرهنة المتتاليات ال  )n nv )0و   ≤ )n nw  النهاية نفسها ؟ ≤

تقاربتين دون أن تكون متقاربة. لنتأمّل مثلاً المتتاليات لأنّه يمكن حصر متتالية بين متتاليتين م
( ) 0n nu )و ≤ ) 0n nv )و ≤ ) 0n nw )المعرّفات بالعلاقات  ≤ )1 nnu = 1nv، و− = 1nwو − . من =

nضح أنّ الوا n nv u w≤ lim، كما إنّه من الواضح أنّ nأيّاً كانت قيمة الدليل  ≥ 1n
n

v
→∞

= − 
limو 1n

n
w

→∞
)، ولكن ليس للمتتالية= ) 0n nu   نهاية كما رأينا. ≤

 ن مبرهنة المتتاليات الثلاث؟كيف نستفيد بأسلوب آخر م 

)لنفترض أنّ المتتالية � ) 0n nu 100تُحقق، أيّاً كان  ≤ n<2، المتراجحة
2nu

n
− ، عندئذ يمكننا ≥

ن نستنتج  limأ 2n
n

u
→∞

كانت = يّاً  100. في الحقيقة، أ n<  2فلدينا 2
2 2nu

n n
− ≤ ≤ ولكن +  .

( )2lim 2 2
n n→∞

+ )و = )2lim 2 2
n n→∞

− limإذن  = 2n
n

u
→∞

=. 

)بوجه عام، إذا علمنا أنّ متتالية � ) 0n nu 0nتُحقق، أيّاً كانت  ≤ n<ة ، المتراجحn nu v− ≤ℓ ،
)وأنّ المتتالية  ) 0n nv lim، عندئذ يمكننا أن نستنتج 0تتقارب من  ≤ n

n
u

→∞
= ℓ. 

  .ℓ=0تأمّل الحالة الخاصّة المهمّة التي يكون فيها

 مثال

    الحل
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  ؟نة المتتاليات الثلاثفيد من مبرهكيف نست
)ادرس نهاية المتتالية  ) 1n nu   .في كل من الحالات الآتية ≤

( )12 cos sin

3 1 2

n

n n n

nn n n
u u u

n n n

+ −−
= = =

+
� � �   

)لدراسة تقارب متتالية  ) 0n nu لا تسعفنا المبرهنة  ≤ و المبرهنة  8عندما  ن نفكّر 9أ ، يمكننا أ
  .ذاتهالهما النهاية بحصرها بين متتاليتين 

  
1 أيّاً كان � n≤  1فلدينا sin 1n− ≤ 0nو ≥ 1  ، إذن< sin 1n

n n n
− ≤ ولكنّ  ≥

1المتتاليتين 
nv

n
= 1nwو −

n
sin. إذن 0متقاربتان من  =

lim 0
n

n

n→∞
=.  

1في هذه الحالة، مهما تكن � n≤ 1 فلدينا 1

2 2n

n n
u

n n

− +
≤ )، لأنّ ≥ )1 1

n
− ≤ 

)و )1 1
n

− ≤ 1. ولكن− 1
lim

2 2n

n

n→∞

−
1و = 1

lim
2 2n

n

n→∞

+
1lim . إذن=

2n
n

u
→∞

=.  

2 هنا لدينا � 1 2 1

3 1 3 1n

n n
u

n n

− +
≤ ≤

+ +
1، لأنّه مهما تكن  n≤ فلدينا ،cos 1n 1و ≥ cosn− ≤ .

2ولكن  1 2
lim
3 1 3n

n

n→∞

−
=

+
2و  1 2

lim
3 1 3n

n

n→∞

+
=

+
2، نستنتج إذن 

lim
3n

n
u

→∞
=.  

 
  تَدربْ 

)أوجد، عند التقارب، نهاية المتتالية  � ) 1n nu راً الإجابةفي ا ≤ لحالات الآتية مبر.  

2 4

1 1 2 5
3n n nu u u

n n nn n
= = − + =� � �  

)أوجد، عند التقارب، نهاية المتتالية  � ) 1n nu   .في الحالات الآتية ≤

( )
3 2

cos sin
13 3

2 5

n

n n n

n n
n

u u u
n n n

   π π  +      −   
= = =

+
� � �  

)ادرس تقارب المتتالية  � ) 0n nu   .الآتيةفي الحالات  ≤

2

1 1

32 1

1 3

5 1 2

n

n nn

n

n n

n
u u

n

n
u u

n

 = + =   +

 +  = =   −  

� �

� �
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   أفكار يجب تَمثـلُها 

. المتحول هنا هو عددٌ ℝ المتتالية هي تابعٌ معرّف عند الأعداد الطبيعيّة بدلاً من المجالات في ����
)بدلاً من nuهي  uوفق المتتالية  nطبيعي، وصورة العدد  )u n والمتتالية نفسها نرمز إليها بالرمز .

( ) 0n nu )أو ≤ )n nu ∈ℕ بدلاً منu. 

 .نميز نوعين من المتتاليات ����

�  تلك التي يمكننا فيها مباشرةً حساب أيّ حدnu  انطلاقاً من الدليلn وهي تشمل جميع المتتاليات .
)من النمط  )nu f n= وf  .تابعٌ مألوف 

 

n،22أيّاً كان   1nu n n= − 7 . عندئذ+ 92u =. 

تلك التي لحساب حد من حدودها ينبغي معرفة جميع الحدود السابقة. وهي تشمل المتتاليات المعرّفة  �
)، كانn: مهما كان العدد الطبيعي ومن علاقة تدريجيّة 0uانطلاقاً من الحد الأوّل  )1n nu f u+ =. 

 0 2u n ،1وأيّاً كان  = 2n nu u+ = + .  

)ة في حالة متتالية حسابيّ  ���� )n nu ∈ℕ  إلى الذي يليه بإضافة العدد ننتقل من حدr  نفسه، الذي نسميّه
1n أساس المتتالية  nu u r+ = + . 

)بالعلاقة  muو nuويرتبطُ حدان كيفيّان  )n mu u n m r− = − .  

nu،1nu أمّا مجموع الحدود +،2nu +،...،mu فيساوي ( )1
2

n mu u
S m n

+
= − + × 

)في حالة متتالية هندسيّة  ���� )n nu ∈ℕ الذي يليه بضربه بالعدد غير المعدوم  ننتقل من إلى الحد حدq 
1nنفسه، الذي نسميّه أساس المتتالية : nu u q+ = × . 

nبالعلاقة  muو nuويرتبطُ حدان كيفيّان  m
n mu u q −= × .  

nu،1nuأمّا مجموع الحدود  +،2nu +،...،mu  1في حالةq ، فيساوي ≠
11

1

m n

n

q
S u

q

− +−
= ×

−
.  

 

 مثال

 مثال
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  منعكسات يجب امتلاكُها. 
)لية لإثبات أنّ متتا ���� )n nu ∈ℕ  ر بإثبات أنّ الفرق1هي متتالية حسابيّة، فكn nu u+ ثابتٌ لا يتعلّق  −

 . إنّه أساس المتتالية.nبالدليل
)لإثبات أنّ متتالية  ���� )n nu ∈ℕ ارة هي متتالية هندسيّة، حاول إظهار عبnu  1ضمن صيغةnu سعياً  +

1nوراء العلاقة  nu q u+ = . تكون قد n مقداراً ثابتاً لا يتعلّق بالدليل q، فإذا تمكّنت من ذلك وكان ×
 وجدتَ أساس المتتالية الهندسيّة.أثبت المطلوب وأ

 .كن الاستفادة من عدد من الأدواتمتتالية تماطراد لدراسة جهة  ����
1n ادرس إشارة الفرق ���� nu u+ −. 
1nفي حالة كون حدود المتتالية موجبة تماماً، قارن النسبة  ����

n

u

u
 .1 بالعدد +

)ا كانت المتتالية من النمط إذ ���� )nu f n= التابع اطراد ، ادرسf لأنّه إذا كان ،f  مطّرداً كان
 نفسها. fللمتتالية جهة اطّراد التابع 

 .اية متتاليةلإيجاد نه ����
1المتتاليات المرجعيّة  باستعمالفكر  ����

n
،

2

1

n
،

3

1

n
،1

n
وأنّ نهاية مجموع أو جداء ضرب أو خارج  

 قسمة هي على التوالي مجموع أو جداء ضرب أو خارج قسمة النهايات (ضمن بعض الشروط).
) يُحقّق fيجاد تابع فكر بإ ���� )nu f n= لأنّه إذا كان ،lim ( )

x
f x

→∞
= ℓ   كانlim n

n
u

→∞
= ℓ. 

على أن يكون للمتتاليتين  nwو nvبين  nuمبرهنة المتتاليات الثلاث : احصر  باستعمالفكر أيضاً  ����
( ) 0n nv )و ≤ ) 0n nw  النهاية نفسها.  ≤
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��������������������        
    ��	
��� ������� �������        

2xحالة التابع   x֏  
)لتكن  ) 0n nu   : يأتيالمتتالية المعرّفة كما  ≤

0
3

4
u 2،  كان n،  وأيّاً كان =

1n nu u+ =.  

[من المجال  xأثبت أنّه أيّاً كان  � 20كان   0,1] 1x x< < <. 
)ارسم في مستوٍ مزوّدٍ بمعلم متجانس  � ), ,O i j

� 10(خذ � cm  واحدة الطول) الخط البيانيfC  للتابع
2:f x x֏ ُمّ ارسم المستقيم ، ثd الذي معادلتهy x= يقطع المستقيم .d  المنحنيfC في النقطتين 
O وIأوجد إحداثيي النقطة .I.  
. يقطع المستقيمُ المار 0uالتي فاصلتها fCمن  Aعيّن النقطة   � �

 1u. لماذا تكون B بنقطة dزياً محور الفواصل المستقيمَ موا Aبالنقطة 
 ؟Bفاصلةَ 
، ثُمّ كرّر الإنشاء لتجد 2uالتي فاصلتها  fCعيّن النقطة من   �

  الحدود الأولى من المتتالية.
المتتالية؟ وبنهايتها اطراد فيدك هذا التمثيل البياني في التنبّؤ بجهة يُ أَ  �

 المحتملة؟
)أثبت أنّ المتتالية � .  بالاستفادة من السؤال0 نقبل أنّ هذه المتتالية تتقارب من � ) 0n nu ≥ 

)المتتالية اطراد وجهة  fالتابع اطراد متناقصة تماماً.  قارن جهة  ) 0n nu ≥ .  
)لأولى لمتتالية تدريجيّة ، لتمثيل الحدود ابوجه عام )1n nu f u+ والمستقيم  fCنرسم المنحني البياني  =

yالذي معادلته  x= 0، ثُم نعيّنu .على محور الفواصل، ونتابع الإنشاء كما سبق  
xحالة التابع التآلفي   ax b֏ +  

)لتكن ) 0n nu 0الشرط بالمتتالية المعرّفة  ≤ 1u 1،  كان n ، وأيّاً كان=
1

3
2n nu u+ = − +.  

 .1u،2u،3u،4u،5u،6uاحسب  �
)الذي يُحقّق  fما هو التابع  � )1n nu f u+  .nأيّاً كانت قيمة  =
لأولى للمتتالية � )اتبع طريقة الفقرة السابقة لتمثيل الحدود ا ) 0n nu . أيفيدك هذا التمثيل في التنبّؤ ≤

 المتتالية؟ وبنهايتها المحتملة؟اطراد بجهة 

 2 نشاط

 1 نشاط

 

1

1

O

fC

d

AB

0u1u2u

1u

2u

I
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)أثبت أنّ المتتالية   �� ) 0n nv 2nالمعرّفة بالعلاقة  ≤ nv u=  متتالية هندسيّة. −
)مّ استنتج نهاية . ثُ n بدلالة nvعبّر عن   � ) 0n nv )ونهاية ≤ ) 0n nu ≥.  

xالحالة العامّة للتابع التآلفي   ax b֏ +  
)لتكن ) 0n nu 0u:  يأتيالمتتالية المعرّفة كما  ≤ c=1، وn nu au b+ = 1a. مع nأيّاً كان  + ≠.  
yأثبت أنّ للمعادلة  � ax b=  .bو a، احسبه بدلالة λحل وحيد نرمز إليه بالرمز  +
)نعرّف المتتالية � ) 0n nv nبالعلاقة ≤ nv u= − λ. 

)أثبت أنّ  � ) 0n nv  متتالية هندسيّة. ≤
 .nبدلالة  nvاحسب  �
)أثبت تقارب المتتالية  � ) 0n nv 1في حالة  ≤ 1a− <  ، ما نهايتها في هذه الحالة.>

1 نفترض أنّ  � 1a− < ) . أثبت تقارب المتتالية> ) 0n nu  .cو bو a، واحسب نهايتها بدلالة ≤
  .nو cو bو aبدلالة  nuاحسب  �

 3 نشاط
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            ����� �����  
)المتتاليةاطراد ادرس    ) 0n nu   .الآتيةفي الحالات  ≤

( )

0 12, sin
2

2
, 1 1

n n n

n
n

n n

u u u n u n

u n u n
n

+

 π = = − =   

= ≥ = + −

� �

� �

  

)لتكن المتتالية  ) 0n nu 3المعرّفة بالعلاقة  ≤ 22 30 54nu n n n= − + .  
) التابع اطرادادرس  .1 )

3 2: , 2 30 54f f x x x x→ = − +ℝ ℝ. 

)استنتج أنّ المتتالية .2 ) 0n nu 9n متزايدة بدءاً من الدليل ≤ =.  

)لتكن  ) 0n nu )المتتالية اطراد . عيّن جهة r متتالية حسابيّة أساسها ≤ ) 0n nu   . r بدلالة إشارة ≤

)تكن المتتاليةل  ) 0n nu 0 الشرطينبالمعرّفة  ≤ 1u 1كان  nوأيّاً كان  = 1
n

n
n

u
u

u
+ =

+
 .  

 .1u،2u،...،5uاحسب الحدود  .1

0nuفي حالة  .2 1نعرّف ≠
n

n

v
u

 .0v،1v،...،5v. احسب الحدود =

)أثبت أنّ المتتالية  .3 ) 0n nv  .n بدلالة nuمتتالية حسابيّة، ثُمّ عبّر عن  ≤

)المتتالية أعد السؤال السابق في حالة  ) 0n nu  .المعرّفة كما يأتي ≤

0
1

5
u 1  كان nوأيّاً كان  = 1 2

n
n

n

u
u

u
+ =

−
.  

)لتكن المتتالية  ) 0n nu   الشرطين :بالمعرّفة  ≤

0 2u 1 كان nوأيّاً كان = 2 5n nu u+ = +.  
 .1u،2u،...،5uاحسب الحدود  .1

5nنعرّف .2 nv u=  .0v،1v،...،5v. احسب الحدود +

)أثبت أنّ المتتالية  .3 ) 0n nv  .nبدلالة  nuعن  متتالية هندسيّة، ثُمّ عبّر ≤
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)المتتالية أعد السؤال السابق في حالة  ) 0n nu   :يأتيالمعرّفة كما  ≤

0 3u 1كان  nوأيّاً كان  =
1

1
2n nu u+ = − 3و ،+ 2n nv u= −.  

  

)المتتالية  ) 0n nu   متتالية حسابيّة فيها  ≤

1 2 3 9u u u+ + 10و      = 11 40u u+ =.  
 .rو 0uاحسب  .1

0احسب المجموع  .2 1 2 30S u u u u= + + + +⋯. 

 

نّ المجموع   1أثبت أ 3 5 97 99+ + + + حسب  ⋯+ عام، ا طبيعي. بوجه  عدد  هو مربّع 

   عدد طبيعي فردي n، مجموع أول nبدلالة

( )1 3 5 2 1S n= + + + + −⋯  

)المتتالية  ) 0n nu 1متتالية حسابيّة. نعرّف  ≤ 2 3n nS u u u u= + + + +⋯.  

7rإذا علمتَ أنّ  nuو 1uاحسب  .1 = 33nو − 0nSو = =. 

14nuإذا علمتَ أنّ  nو 1uاحسب  .2 7rو = 1176nSو  = = −. 

 

  .ع الآتيةامياحسب المج 

7

1 1 1 1

4 8 16 1048576

1 1 1 1

3 9 27 6561

1 1 1
1
10 100 10

a

b

c

S

S

S

= + + + +

= − + − −

= + + + +

⋯

⋯

⋯

  

)لنتأمّل متتاليتين حسابيّتين   )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ وعددين حقيقيين ،b وaنعرّف .   

n n nt au bv= +  

)أثبت أنّ المتتالية     )n nt ∈ℕ .متتالية حسابيّة  
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    لنتعلمّ البحث معاً 

  ������ ������   

ن الأعداد  تكوa وb وc فترض أنّ مجموع هذه الأعداد ثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة. ن
  هذه الأعداد.عيّن   .197 وأنّ مجموع مربّعاتها يساوي 21يساوي 

  نحو الحلّ   ��

  لنترجم الخاصّة المشار إليها في نص السؤال، فنحصل على معادلتين بثلاثة مجاهيل هما
21a b c+ + 2و      = 2 2 197a b c+ + =  

 aفي حالة ثلاثة مجاهيل نفضّل بوجه عام أنّ يكون لدينا ثلاث معادلات. وهنا نتذكّر أنّ الأعداد 
حسابيّة،  cو bو حدود متوالية من متتالية  ن ثلاثة  يْن في متتالية تكو حد عندما نعرف  ولكن 

س المتتالية، فإننا نعرف جميع حدود المتتالية. إذن يمكننا إرجاع  حسابيّة، أو حدّاً واحداً وأسا
  المسألة إلى مجهولين: إمّا حدان أو حد واحد وأساس المتتالية.

يْن   � لنختر الحدa وc  مجهولَيْ مسألتنا، عندئذ يمكننا التعبير عن كون الأعدادa وb وc  ثلاثة

حدود متوالية من متتالية حسابيّة بالعلاقة 
2

a c
b

+
=.  

 .cو aاكتب جملة معادلات تفيد في حساب  .1
 .حل الجملة .2

سنختار الآن حدّاً وأساس المتتالية مجهولَيْ مسألتنا، ولكن أيُ الحدود نختار؟ في مثل هذه الحالات،    �
  .b يكون من الأنسب أن نختار الحد الأوسط، أي

 .rو bبدلالة  cو aعبّر عن .1
 .cو aج من ذلك ت، واستنrو bحساب  فيد فياكتب جملة معادلات ت .2

 .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

 ��� ��  

. انطلق الكلب 250mيلعب كلبان في طريق يحيط بحديقة مربّعة طول ضلعها
ربّع بدقيقة واحدة. راكضاً بسرعة ثابتة وقاطعاً ضلع الم 0Gالرمادي من النقطة 

وأراد اللحاق به فركض ورائه بسرعة  0B رآه الكلب البنّي الذي كان عند النقطة
  في كل دقيقة.  2أكبر وبحيث تُقسم المسافة بينهما على

  .ين موضعَي الكلبين على الشكل في اللحظات المتتابعةعّ 
  

 

0B0G �

�
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  الحلّ نحو   ��

إلى موضعيهما بعد  1Gو 1Bإلى موضعَي الكلبين عند البدء. وبالرمزين 0Gو 0Bنرمز بالرمزين 
  دقيقة من الزمن، وهكذا...

. ماذا تلاحظ؟ أين موضع 0G،1G،2G،3G،4G،5G،6Gارسم مربّعاً، وعيّن عليه المواضع  .1
 الكلب الرمادي بعد تسع دقائق؟  

 .0B،1B،2B،3Bعيّن المواضع  .2
20نُقر أنّ الكلب البنّي قد لحق بالرماديّ إذا صارت المسافة بينهما أقلّ من .3 cm نضع .

0 250md المسافة بينهما بعد  5dالمسافة بين الكلبين عند البداية، فتكون مثلاً وهي تمثل  =
 .1d،2d،3d،4dخمس دقائق. احسب 

 ذ؟قد قطعها حينئلبَ الرمادي؟ وما المسافة التي يكون بعد كم دقيقة يلحق الكلبُ البنيّ الك .4

 .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

  !�" �� #$   

  يوجد مثلّث قائم الزاوية تقع أطوال أضلاعه في متتالية هندسيّة. هل  
  نحو الحلّ   ��

لاً من التجربة والخطأ، من الأفضل أن نفترض مسموحٌ ألاّ يكون لدينا فكرة سابقة عن الإجابة. وبد   �
قها، وأخيراً نتفحّص هذه الشروط ث عن الشروط التي يقتضي ذلك تحق وجود مثل هذا المثلّث، ثُمّ نبح

  للتوثُق من إمكان تحققها أو استحالته.
إلى أطوال أضلاع المثلّث. ولنفترض أنّها ثلاثة حدود متوالية من متتالية  cو bو aلنرمز بالرموز

  .  qهندسيّة، نرمز إلى أساسها بالرمز
0qلماذا يجب أن يكون  .1  ؟ <
aيستحيل أن يكون هو وتر المثلّث. لماذا  c نفترض أنّ  .2 b= ؟ علّل صحّة المتراجحة

a b c< <. 
4أثبت أنّ  .3 2 1 0q q− − =. 
2x حل المعادلة السابقة (ضع .4 q=.ًق أنّها تقبل حلاً موجباً وحيداوتوث ( 
 ال أضلاعه في متتالية هندسيّة ؟أيوجد مثلّث قائم الزاوية تقع أطو  .5

  .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة
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  �%"�
�� ������� ����&   

2نعطى دائرة نصف قطرها  cm م ننشئوننشئ داخلها مربّعاً، ث ،
تابعة هذا الدائرة الماسّة لأضلاع المربّع. نفترض أنّه بالإمكان م

متتالية مساحات الدوائر، ومتتالية  ادرس الإنشاء إلى ما لا نهاية.
مرحلة الإنشاء التي تصبح بدءاً منها  حدّدمساحات المربّعات. و 

  .21mmمساحة المربّع أصغر من
  نحو الحلّ   ��

إلى مساحة الدائرة  1dبالرمز  تنظيماً للبحث، وبهدف وضع صياغة دقيقة لِما نبحث عنه، لنرمز   �
،... إلى مساحات 2d ،3d،...،ndالأولى مُقاسة بالسنتيمتر المربّع، ثمُّ لنرمز على التوالي بالرموز 

  ،... إلى مساحات المربّعات.1c،2c،...،ncاثل بالرموز . ولنرمز بأسلوب ممالتاليةالدوائر 
 .1d احسب .1
 مباشرة؟  2dهل يفيدك هذا في حساب  .2

  .2dثُمّ  1cلمربّع الأوّل، ومنه فكرة حساب يساوي قطر الدائرة الثانية طول ضلع ا   �
 .2cثُمّ  2dواستنتج  1cاحسب  .1

1أثبت أنّ  .2

1

2n nd d+ 1وأنّ  =
1

2n nc c+  لمتتاليتين ؟. ما طبيعة هاتين ا=

)أثبت أنّ المتتاليتين  .3 ) 1n nd )و ≤ ) 1n nc  .0 متناقصتين تماماً ومتقاربتين من ≤

1يكون لدينا بدءاً منه 0nعيّن دليلاً  .4

100nc <. 

  .بلغةٍ سليمةالحل  اكتبو  الدراسةأنجزِ 

 �������' 	�()   

)المتتالية  )n nu ∈ℕ  متتالية معرّفة أيّاً كانت قيمةn  1بالعلاقةnu n n= +  ادرس .−
)المتتالية  )n nu ∈ℕ ،والنهاية إن وُجدت.طراد الا من جهة  

  نحو الحلّ   ��

واضحة، قد يكون من المفيد حساب الحدود الأولى علّها تهدينا إلى طراد عندما لا تكون جهة الا   �
  إجابة ممكنة.

 . هل يمكنك التنبؤ بجهة تغيرات المتتالية1u،2u،3u،4u،5u،6uاستفد من آلة حاسبة، واحسب  .1
( )n nu ∈ℕ؟ 

)ترحها بشأن نهاية المتتالية . ما الفرضيّة التي تق100u،10000u،100000u احسب .2 )n nu ∈ℕ ؟ 
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1nأنّ  المتتالية. سنثبتُ اطراد جهة  دراسةل  � nu u+   .n أيّاً كانت قيمة >
 يأتيأثبت أنّ المطلوب يؤول إلى إثبات ما  .1

  2 2 1n n n+ + < +  (1)  
 الترتيببتُكافئ   (1)كل خطوة أنّ أثبت مبرّراً  .2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

(2)

(3)

(4)

2 2 1

1 2 2 1

2 1

n n n

n n n n

n n n

+ + < + •

+ + + < + •

+ < + •

  

 وأنجز البرهان. (4) أثبت صحّة .3
limنتوقّع أنّ   � 0n

n
u

→∞
. الطريقة المُختارة ∞+ هي الفرق بين حديْن يسعيان إلى nuوذلك مع أنّ  =

1n عندما يكون في الأنحاء جذور تربيعيّة، هي ضرب البسط والمقام بالمرافق أي n+ +.  

1فلدينا  ℕمن  nأثبت أنّه مهما تكن  .1

1
nu

n n
=

+ +
. 

1استنتج أنّه في حالة  .2 n≤ 1يكون لدينا
0

2
nu

n
≤ ≤. 

limأي مبرهنة تفيدنا لاستنتاج أنّ  .3 0n
n

u
→∞

 ؟=

  .بلغةٍ سليمةالحل  واكتب الدراسةأنجزِ 

  

 *+" ��,�� -�ّ%/�   

] ينستقيمنتأمّل نصفي م )Ox و[ )Oy  يصنعان زاوية هندسيّة
] نقطة من α.0A حادّة )Ox 0 تُحقّق 10 cmOA . المسقط =

]على  0Aالقائم للنقطة  )Oy 0 هيB وكذلك المسقط القائم .
]على  0Bللنقطة  )Ox 1 هيA...وهكذا دواليك ..  
  لمقدارنهاية ا، إن وُجِدَت،  احسب

0 0 1 1n n nA B AB A B= + + +ℓ ⋯.  
  نحو الحلّ   ��

   مرتين في الشكل المجاور. αلنستخلص النتائج المباشرة من الشكل. نجد الزاوية    �
 . أين تجدها؟ علّل إجابتك .1
  أنّ  استنتجثُمّ  .2

1 cosn n n nA B A B+ = ×α   1و 1 1cosn n n nA B A B+ + += ×α  

 

O x

y

0A1A2A3A4A

0B
1B

2B
3B

4B

α

 

nA1nA +

nB
1nB +
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0 لدينانحسب كل واحد من حدود المجموع.  nℓلحساب    � 10cmOA n . ونعرّف= n nu A B=.  
0 أثبت أنّ  .1 10 sinu = α  2 أنّ و

1 1 cosn n n nA B A B+ + = ×α. 

)ما طبيعة المتتالية  .2 )
0n n

u
≥

 ؟

). واستنتج نهاية المتتاليةαو nبدلالة  nℓعبّر عن و  αو nبدلالة  nuاكتب  .3 )
0n n≥

ℓ. 

 .أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة

  

    مامقُدُماً إلى الأ 

تكون حدوداً متوالية من متتالية حسابيّة. مجموع هذه الأعداد  a،b،c،d،eخمسة أعداد  
  هذه الأعداد. عيّن. 665ومجموع مربّعاتها يساوي 55يساوي 

، وأوّل حد من 5أوجد جميع المتتاليات الحسابيّة التي أساسها عددٌ طبيعي أكبر تماماً من  
] لحدودها ينتمي إلى المجا   .82و 37و 22 ، وتضمّ بين حدودها الأعداد−15,2[

)لتكن   )n nu ∈ℕ  يأتيالمتتالية المعرّفة كما  

0
1

2
u 1كان    ℕمن  n،   وأيّاً كان = 1 2

n
n

n

u
u

u
+ =

+
.  

)نعرّف المتتالية    )n nv ∈ℕ  1بالعلاقة
1n

n

v
u

= +.  

)بالاستفادة من رسم بياني، تنبّأ بسلوك المتتالية  .1 )n nu ∈ℕ. 
)أثبت أنّ  .2 )n nv ∈ℕ .متتالية حسابيّة، عيّن أوّل حدودها وأساسها 
 .nبدلالة  nu استنتج ثُمّ  .n ، بدلالةnvعبّر عن  .3
)استنتج تقارب ونهاية المتتالية  .4 )n nu ∈ℕ. 

إلى مساحة ومحيط المضلّع الملوّن في الشكل المجاور المرسوم في  npو naيرمز المقداران  
  مستوٍ منسوب إلى معلم متجانس. 

 .n بدلالة  npو naاحسب  .1
)أثبت أنّ المتتاليتين  .2 )n na ∈ℕ و( )n np ∈ℕ .حسابيّتان 

  
 

 
1
1

3
y x= +

n 1n +O i
�

j
�
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  ثلاثة حدود متوالية من متتالية هندسيّة. نفترض أنّ :  cو bو aلتكن  
21a b c+ + 2و      = 27a b c+ − =.  

  .cو bو aاحسب   
تابع إلى ما لا أنّ الإنشاء يُ نفترض في الشكل المجاور، جميع المضلّعات المرسومة منتظمة. و  

  نهاية.
)متتالية مساحات المثلّثات أثبت أنّ كلاً من  .1 )n nt ∈ℕ  ومتتالية مساحات

)المسدسات  )n nh ∈ℕ .هي متتالية هندسيّة 
)أثبت أنّ المتتالية  .2 )n nu ∈ℕ  المعرّفة، أيّاً كانت قيمةn يأتي، كما :

2n nu t= 2و 1n nu h+  هي أيضاً متتالية هندسيّة.  =
 احسب نسبة مساحة السطح الأزرق إلى مساحة السطح الأبيض داخل المثلّث الأكبر. .3

 cو bثلاثة حدود متوالية من متتالية حسابيّة غير ثابتة. نفترض أنّ الأعداد  cو bو aلتكن  
بهذا الترتيب تكوّن أيضاً ثلاثة حدود متوالية من متتالية هندسيّة. فإذا علمتَ أنّ  aو
18a b c+ +   .cو bو a ، احسب=

) لنتأمّل متتاليتين  )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ .  
n نفترض أنّ المتتاليتين متزايدتان، ونعرّف .1 n nw u v= ). أثبت أنّ + )n nw ∈ℕ  متزايدة. وأنّها

) متزايدة تماماً إذا كانت إحدى المتتاليتين )n nu ∈ℕ أو( )n nv ∈ℕ .ًمتزايدة تماما 
)المتتالية اطراد ادرس جهة  .2 )n nw ∈ℕ 2 ةالمعرّفة بالعلاق 3 1n

nw n= + −. 

) لنتأمّل المتتالية  )n nu ∈ℕ بالعلاقة المعرّفة( )

( )2

2

1

n

nu
n

=
+

 .  

 هذه المتتالية.اطراد . ماذا تتنبّأ بشأن جهة 0u،1u،2u،3u،4u،5uآلة حاسبة،  مستعملاً احسب،  .1
 ؟. ماذا تستنتج6u احسب .2
) المتتاليةاطراد ادرس جهة  .3 )n nu ∈ℕ. 

)المتتالية  ) 0n nu   يأتييحقّق ما  mدليلاً  عيّن. 0 تتقارب من الآتيةفي الحالات  ≤
• nu  تنتمي إلى المجال] [5 510 ,10I − −= m في حالة − n<. 

• nu  تنتمي إلى المجال] [10 1010 ,10I − −= m في حالة − n<.  

2

5 1 2 1
, 0 , 0

2 1 5n n n nu u u n u n
n n n n

−
= = = > = >

+ +
� � � �  
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)لنتأمّل المتتالية   )n nu ∈ℕ  المعرّفة بالعلاقة
2

2

2 3 sin

1
n

n n
u

n

−
=

+
 .  

، فلدينا nأثبت أنّه، مهما تكن  .1
2 2

2 2

2 3 2 3

1 1
n

n n
u

n n

− +
≤ ≤

+ +
. 

) استنتج نهاية المتتالية .2 )n nu ∈ℕ. 

)لنتأمّل المتتالية   ) 1n nu 1المعرّفة، في حالة  ≤ n≤بالعلاقة ،  

2 2 21 2
n

n n n
u

n n n n
= + + +

+ + +
⋯  

 .1u،2u،3u،4uاحسب الحدود .1
 حدّاً. عيّن أكبرها وأصغرها. nمجموعَ  nuيساوي .2
 ، فلديناnاستنتج أنّه، مهما تكن .3

2 2

2 2 1
n

n n
u

n n n
≤ ≤

+ +
  

)نهاية المتتالية  وعين ) 1n nu ≥. 

نفترض أنّ الإنشاء المبيّن في الشكل المجاور يُتابَعُ إلى ما لا  
0 نهاية، وأنّ  4 cmOA ). أوجد نهاية المتتالية = ) 1n nu المعرّفة  ≤

  بالعلاقة

0 1 1 2 2 3 1n n nu A A AA A A A A−= + + + +⋯  
)التابع  fليكن   ) 331x x x+   . نعرّف المجموعين:֏−

1 2S n= + + 2 و   ⋯+ 2 21 2P n= + + +⋯  
)تحقّق أنّ  � )

23 3 1f x x x= + +. 
 واستنتج  n،...،1،2بالأعداد  xعوّض على التوالي  �

(1) (2) ( ) 3 3f f f n P S n+ + + = + +⋯. 
Sاستنتج قيمة  � P+  بدلالةn ثُمّ احسب المجموع ،P  بدلالةn. 

  حلّ المعادلات الآتية : 
� 

52 3 4 6 7

1 1 1 1 1 1 1
0

x xx x x x x
+ + + + + + =. 

� 
52 3 4

1 1 1 1 1
1 0
2 324 8 16x xx x x

− + − + − =. 

� 7 5 327 9 3 0x x x x+ + + =. 

 

3
π3

π

0A

1A

2A

3A
4A
O
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)نتأمّل في مستو مزوّد بمعلم متجانس   ), ,O i j
� )النقطتين  � )0 1,1A و( )1 2,2A ّونتأمّل الخط .

0المضلّعي المنكسر  1, , , ,nA A A…    يأتيما  nالذي يُحقّق في حالة كل عدد طبيعي  …
1nهي  nAفاصلة النقطة  • +.  

)ستقيم إلى ميل الم nuإذا رمزنا بالرمز • )1n nA A )كانت  + )
0n n

u
≥

1متتالية حسابيّة أساسها  

2
. 

 .0A،1A،2A،3A،4A،5Aعيّن في المستوي النقاط  �
)هما  nAنفترض أنّ إحداثيي النقطة  � ),n nx y 0. أثبت أنه مهما تكن n< يكن 

1
1

2
n n

n
y y −

+
− = 

استنتج أنّ  �
2 3 4

4
n

n n
y

+ +
=. 

لنقاط ، ارسمه على الشكل نفسه مع اPتقع على قطع مُكافئ  nAأثبت أنّ جميع النقاط  �
0A،1A،2A،3A،4A،5A. 

)لتكن   ) 0n nu   تدريجيّاً بالعلاقاتة المعرّفة المتتالي ≤

0 21, 2u u= 0وأياً كان   = n≤  ، 1
2
3

2
n n

n
u u

u
+

+
−

=�  

1nنعرّف  � n nv u u+= ). أثبت أنّ المتتالية − ) 0n nv  متتالية هندسيّة. ≤
 ، nبدلالة  nvعبّر عن  �
 .nبدلالة  nuاستنتج عبارة  �
)ما نهاية المتتالية � )

0n n
u

≥
 ؟

53يجعل  m اً طبيعي اً عدد عيّن � 10nu
−− mأياً كانت قيمة  > n≤.  
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  أمث� على اختبارات نموذجية  
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� �����  
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� �����  

 ����� ���	
� �����  
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  ������ �	
�� �  المدة: ساعة ونصف  ���

  )درجة 80(  :مما يأتي لكل سؤال الأربعةصحيحة من بين الإجابات جابة ر كل إاخت :أولاً 

31التابع   .1
x x

x
   هو تابعٌ  ֏+

A زوجي  B فردي  C 
خطه البياني متناظر 

 بالنسبة للمبدأ 
D  

خطه البياني 
متناظر بالنسبة 

  oyللمحور

2.   f وg  معرفان وفق
2

1
( )

1
f x x

x
= +

−
و 

2

1
( )

1
g x

x
=
−

f . مجموعة تعريف g+ هي  

A  ℝ  B \{ 1}−ℝ C \{1}ℝ D  \{ 1,1}−ℝ 
3كن كثير الحدود يل   .3 2( ) 2 2P x x x x= − − )حلول المعادلة ،+ ) 0P x   هي =
A  {2,1}  B {2, 1}−  C {2}  D  {2, 1,1}−  
4.   f وg  على التابعين المعرفين ℝ  2وفق( )f x x= 2و( ) 3g x x=.  التابعf g�   

A  
على  متناقص

0, +∞   B 
على  متزايد

0, +∞  C على  متناقصℝ D  على متزايد ℝ 

  درجة) 80(  إجابتكمعللاً يأتي الصحيحة فيما  لمقولاتدل على ا :ثانياً 

]معرّف على  fلتابع  fCمثّلنا جانباً الخطّ البياني  3,1]−. 
)للمعادلة  .1 ) 1f x  ثلاثة حلول. =
)حلول المتراجحة  .2 ) 0f x ]هي المجال  ≥ 3,1]−.  
3. f .تابعٌ فردي 
4. f  [0,1]متناقص تماماً على المجال. 
  درجة للثاني) 60ول، درجة للأ  80(  :حل التمرينين الآتيين :ثالثاً 

)بالعلاقة  المعطىالتابع  fليكن  :التمرين الأول ) 1f x x= −.  
 .fDعين مجموعة تعريفه  .1

 .بصيغة تركيب تابعين مألوفين f اكتب .2
 .fDعلى  fادرس اطراد  .3

I,0 التابع المعرف على المجال fليكن  :التمرين الثاني  = +∞   وفق( ) 5 2f x x x= + −.  

 .−3f التابع ادرس جهة اطراد .1
3 استنتج أنّ   .2 ( ) 6f x−  .Iعلى المجال  ≥

 

O
1

1

x

y
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   ������� ������� �  ساعتانالمدة:   ���

  درجة) 80(  يأتي معللاً اجابتك.دل على الخواص الصحيحة فيما  :أولاً 

:يقبل التابع  .1 3f x x  .3 العددالاشتقاق عند  ֏−
2التابع  .2 3:f x x x−֏ اشتقاقي على مجموعة الأعداد الحقيقيّة. 

:مشتق التابع    .3 cos sin
4 4

f x +֏
π π  يساوي الصفر. 

 في هذه النقطة.منحني التابع إذا كان التابع غير اشتقاقي عند نقطة فهذا يعني عدم وجود مماساً ل .4
 

  ة للثاني)درج 70درجة للأول،  70(  حل التمرينين الآتيين:: ثانياً 
[التابع المعرّف على  fليكن  :التمرين الأول )بالعلاقة  ∞−]2, ) 2f x x= −.  

[اشتقاقي على  fأثبت أنّ  .1 f(0)واحسب  ∞−]2, ′. 
 .fللخط البياني للتابع  1ة التي فاصلتها للمماس في النقط معادلة اكتب .2

  
) المشتقّات يأتياحسب فيما  :التمرين الثاني )f x′.ناً المجموعة التي تكون عليها حساباتك صحيحةمبي ،  

1. = − +7( ) 3 2f x x x  

2. = + −( ) 4 sin cos(3 1)f x x x 

3. 
( )

2

1
( )

3
f x x

x

= +
−

 

  
 درجة) 80(  حل المسألة الآتية: :ثالثاً 

تقع على  A(0,1)نفترض أنّ النقطة  ،Cخطّه البياني الحدود من الدرجة الثانية،  كثير اً تابع fليكن 
C  ّ(2) وأن 3f ′ التابع  نِ يّ . عأفقي  1في النقطة التي فاصلتها  Cللخط البياني  Tماس المُ  أنّ و  =
f .في حال وجوده  
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  ������ �������� �  ساعتانالمدة:   ���

  درجة) 60(  يأتي معللاً اجابتك.دل على الخواص الصحيحة فيما  :أولاً 

 .Dفي  الكبرى للتابعالقيمة هو  Dعلى المجموعة  fراجح للتابع ال حد ال .1
:3التابع  .2 2 1f x x   .ℝتماماً على  متزايدٌ  ֏+

2التابع  .3
:f x

x
  .ℝ∗على  تماماً  متناقصٌ  ֏

) إشارتين متعاكستين كان للمعادلة f(1)و f(0)إذا كان للقيمتين  .4 ) 0f x  حلاً وحيداً في المجال =
]0,1[. 

  درجة للثاني) 50درجة للأول،  60(  حل التمرينين الآتيين: :ثانياً 

)بالعلاقة المعرّف  fادرس اطراد التابع  :التمرين الأول ) 2f x x x= ,0ال على المج + +∞  ، ّثُم
  محليّاً. ةحديّ بيّن إذا كانت له قيمٌ 

3التابع المعرّف بالعلاقة  f ليكن :التمرين الثاني 2( ) 3 2f x x x= + ). أثبت أنّ للمعادلة − ) 0f x = 
]حلاً وحيداً في المجال  2, 0]−.  

 )ةدرجة للثاني 65، ىدرجة للأول 65(   حل المسألتين الآتيتين: :ثالثاً 

)نتأمّل في مستوٍ منسوب إلى مَعْلَم متجانس  :المسألة الأولى ), ,O i j
�  معادلتهالذي  P، القطع المكافئ �

2y x= )ها االتي إحداثيّت A والنقطة، −   .Aالأقرب إلى  Pمن القطع  Mن النقاط . عيّ 0,2(

3100cmV ه ت قاعدته مربع وحجمُ صابون بشكل متوازي مستطيلا ةيُراد صنعُ قطع :المسألة الثانية =  .
  أصغر ما يمكن.  ة سطحهوارتفاعه لكي تكون مساح طول ضلع قاعدته احسب
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   �������������� �  ساعتانالمدة:   ���

  درجة) 60(  جابتك.إيأتي معللاً دل على الخواص الصحيحة فيما  :أولاً 

  ة حده الذي له أعلى درجة.كثير الحدود هي نفسها نهاي تابعنهاية  .1
lim ، كان aتابعاً معرّفاً عند  fإذا كان   .2 ( ) ( )

x a
f x f a

→
=. 

2المعرف وفق  f ليكن التابع .3 3
( )

1

x
f x

x

−
=

−
 لهذا التابع مقارب شاقولي.. 

 ن للتابعينالممثلي gCو fCالبيانيين  ينللخطّ  .4
2 2 1

( )
1

x x
f x

x

+ +
=

−
1و 

( ) 3g x x
x

= + + 

  المقاربات نفسها.
  درجة للثالث) 55درجة للثاني،  75درجة للأول،  60(  حل التمرينات الثلاث الآتية: :ثانياً 

)2 تينبالعلاق ينالمعرّف ينالتابع gو fليكن :الأول التمرين )g x x= )2 و  − ) 3 9f x x=  احسب. +

limالنهايات  ( )
x

f x
→+∞

limو ( )
x

g x
→+∞

)و  )lim ( )
x

f g x
→+∞

limو + ( )( )
x

fg x
→+∞

limو  ( )
x

f
x

g→+∞

    
    

بع ادرس التا :التمرين الثاني
3

( ) 4 1
3

x
x f x x= − ,0)، مبيناً أن النقطة ֏− 1)I هي مركز تناظر  −

  الخط البياني للتابع، ثمُ ارسم هذا الخط. 

ونهاياته عند  fالتابع المبين أدناه، عين مجموعة تعريف  غيراتتاعتماداً على جدول ال :التمرين الثالث
  تعريف، ومجالات التزايد والتناقص.أطراف مجموعة ال

  
  

 درجة) 60(  حل المسألة الآتية: :ثالثاً 

في  أفقياً مماساً  fCن الدرجة الثالثة، فردي، ويقبل خطّه البياني م f حدودالهل يوجد تابع كثير 
)النقطة  )0,2A؟  

0

( )

( )

x

f x

f x +∞ −∞

−∞ +∞

′ + +

−∞ +∞ր ր
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   �������������� �  ساعتانالمدة:   ��

  درجة) 40(   لاً اجابتك.معل صحيحة ن إذا كانت المقولات الآتيةبيّ  :أولاً 

1العلاقة التدريجيّة  .1 1
n

n
n

u
u

u
+ = +

0مع   2u = )0متتالية تعرّف − )n nu ≥.  

)0متتاليةال .2 )n nu 1)بالعلاقة المعرّفة  ≤ )nu n n=  متتالية حسابية. −
)0متتاليةال .3 )n nu 1nuبالعلاقة المعرّفة  ≤  متتالية هندسية. =

) المتتالية .4 )
0n n

u
≥

3المعرّفة بالعلاقة  

2

n

nu
  =    

 متقاربة.متتالية  

  درجة للثاني ) 60درجة للأول،  80(  : حل التمرينين الآتيين:ثانياً 
)المعرّف بالعلاقة التابع  fليكن  :التمرين الأول ) sinf x x= π.  

)المتتالية  لتكن .1 )nu f n= . ادرس تقارب المتتالية( ) 0n nu ≥. 
,0 المجال على fالتابع ادرس اطراد  .2 π . 

)ادرس اطراد المتتالية  .3 ) 0n nu ≥. 

)المتتالية  لتكن :الثاني التمرين ) 0n nu المعرفة وفق  ≤
1

2

3

n

n n
u

+
=.  

)ادرس تقارب المتتالية  .1 ) 0n nu ≥. 

 .1u،2u،...،5uاحسب الحدود   .2
)أثبت أنّ المتتالية  .3 ) 0n nv  هندسية.متتالية  ≤

 درجة) 120(   حل المسألة الآتية: :ثالثاً 

)0نتأمّل متتالية  )n nu   معرّفة تدريجياً كما يأتي : ≤

0 1u 0nوفي حالة  = 1ا لدين ≤

1
1

2n nu u n+ = + −  

)0، ثُمّ بيّن أَتكون المتتالية 3uو 2uو 1uاحسب  .1 )n nu  ة؟متتالية حسابية أو هندسيّ  ≤
)0نعرّف المتتالية  .2 )n nv 2بالصيغة  ≤ 6n nv u n= −  .3vو 2vو 1vو 0v. احسب +

)0أثبت أنّ المتتالية  .3 )n nv 1ة أساسها متتالية هندسيّ  ≤

2
. 

 .nبدلالة  nu، ثُمّ عبارة nبدلالة  nvعبارة استنتج  .4
5.  0من المتتاليتين  احسب نهاية كل( )n nv )0و ≤ )n nu  إلى اللانهاية. nعندما تسعى  ≤
0احسب  .6 1n nS v v v= + + 0و ⋯+ 1n nT u u u= + + +⋯. 
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  مسرد المصطلحات العلمية

  
        'نكليزية'نكليزية'نكليزية'نكليزية        العربيةالعربيةالعربيةالعربية

     Function  تابع

 Proof by mathematical induction  الرياضيبالاستقراء  بالتدريج أوإثبات 

  Monotonicity  اطراد

  Remainder  القسمةباقي 

 Cosine function  جيبتالتابع 

 Sine function  الجيبتابع 

 Tangent function  لظلاتابع 

 Affine function  تآلفيتابع 

 Periodic function  دوريتابع 

 Even function  زوجي تابع 

 Odd function  فرديتابع 

     Function composition  تركيب التوابع

 Affine approximation  تقريب تآلفي

 Upper bound  حدّ راجح

 Lower bound  قاصرحد 

 Quotient  القسمةخارج 

     Graph  خط بياني (تابع)

 Indetermination  تعيينعدم 

 Euclidean division  القسمة الإقليدية

 Hyperbola  زائدقطع 

 Parabola  مكافئقطع 

 Local minimum  قيمة صغرى محلياً 

 Local maximum  قيمة كبرى محلياً 

     Polynomial  كثير الحدود

 Infinity  اللانهاية

  Sequence  متتالية

 Arithmetic sequence  حسابيةمتتالية 

 Divergent sequence  متباعدةمتتالية 

 Convergent sequence  متقاربةة متتالي
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        'نكليزية'نكليزية'نكليزية'نكليزية        العربيةالعربيةالعربيةالعربية

 Bounded sequence  محدودةمتتالية 

 Geometric sequence  هندسيةمتتالية 

 Inequality  متراجحة

     Increasing  متزايد (تابع)

     Decreasing  متناقص (تابع)

  Interval  مجال

     Domain  )تابع(مجموعة تعريف 

 Axis of symmetry  محور تناظر

 Center of symmetry  مركز تناظر

 Derivative  مشتق

 Equation  معادلة

 Coordinate system  المعْلَم

  Asymptote  قاربمُ 

 Oblique asymptote  مائلقارب مُ 

  Tangent  ماسمُ 

  Discriminant  ميّزمُ 

  Limit   نهاية

 Homographic function  (تابع)هوموغرافي 
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